NOÇÕES 
DE 
MATEMATICA 


f 
| VOLEME ? Aref Antar Neto 
Ea e José Luiz Pereira Sampaio 
| Progressoe Nilton Lapa 
e Logaritmos Sidney Luiz Cavallantte 


e a e A E A , A 


âref ântar Neto 
José Luiz Pereira Sampaio 
Nilton Lapa 
Sidney Luiz Cavallantte 


PROGRESSÕES E 
LOGARITMOS 


Noções de Matemática 


VOLUME 2 


Capa: 
Annysleyne Maia Chaves 


CIR - Brasil. Catalogação-na-Fonta, 
Câmara Arasileira do Livro, SP 


Progressões e logaritmos: 2º grau ! Arel Antar Neto. 
(et al.) Fortaleza; Ed. Vesiselier, 2009. 
(Noções de malemátlica: v.2) 


1. Logarilmos 2. Progressões aritméticas 3. 
Progressões geomélricas |. Antar Neto, Arel, 1949 


— 4. Série, 


17. CDD- 511.2 

18. - 813.4 

17. —5117? 
PE-IT2S 18, - 513.22 


Índices para catálogo sislemático: 
1, Logaritmos, Arilmética 511,7 (17) DISZ2 (189) 
2. Progressões: Arilméticas 511.2 (17) 512.4 (18) 


E Editora 
, 


elSeller 


vw VestSeller.com.br 


Indice 


Parte | 
Capltlo dPolencias E FAIZOS Gases tara Rn A na dra pa ota a US 


1.1 — Potência de expoente inteiro.................. siririca ng 
12 — Algumas propriedades das potências de expoente inteiro 
1.3 — Raizes... E bendita né rd A RN, E a na o 
1.4 — Propriedades das raizes... dao SG dEle ae a AeS cut a aa LA qa 
1.5 — Potência de expoente racional... E Exiigiispnens a 
1.5 — Propriedades das potências de expoente MaGanal:. irá da. eras 25 
1.7 — Potência de expoente irracional. Tn as dio qr Srs at 2 SA 
1.8 — Potência de expoente A On 


CEE ottia 2 Ar INCLUA O aqogenisrs adia Sao Do Maas a Sd a aa 


2.1 — Oqueéaindução?....... BRRON INSIRA INPE Rs BREAD eb | 
2.2 — O método da Indução Matemática... pica Es a rd ca 


Parte II 
Gapilulod BEqUências sa jo apaiiasnmaa asian onio pias rieairvecuafopalcs ssmeceniatievia ra pás si nas 


A cm IO CUIO iss sto desleal 
32 — Função... sa Rr a a RL a e aU 
33 — Sequência finita. ai e Sa A ri) 
34 — Meios é Riema ERRAR MNE IRA QUAD ENERO VU SAR RA ER 
3.5 — Sequência infinita .. bica o A e a E 
TE =RSCONMEnE desc ain dd q aa ren 
DEP si SOTO so ia ni a a E e EA 
AO cc OOo a A a venda in e de  a 


Capitulo 4. Progressões aritméticas ......... sarna ca 


4,1 — Definição... epi aa e cai acne ces MTE] 
42 — Sequências crescentes e decrescentes ERR RE ESA PP PA 
4,3 — Propriedades... as a RS NE 
44 — Fórmula do temo geral. REDE SERRO UIP RR STE 
4.5 — Média antmetica.. pp Dc 
4.5 — Propriedades... a Ci ns dci du a a E 

aro — Representações especiais . DO ONDE RR ED RA OR 5 0 
4.8 — Propriedades... E CIC 
4.9 — Soma dos termos... Sen dE ad a arabe o Ro ad a 
4.10 — Potências dos números s naturais. E seria o DAS na aa a 2a a8 


Capitulo 5. Progressões harmônicas .............s sc scsresececmmarmenenenceneiranienercnenianaa VOS 


E aa] 4 [16.1] 65: | é ERMANARRRN PARIS PESE pi ASR BRRAAO Uao 2 com PR DRE RE RT RO EO ÉS 
Sao meia NamQuicos a ui ee as dans 
Bs == PRODICOADES sais besaees na ao aaa aaa pia a pata IDA, 


Capiulo 6. Progressões geométricas ....... isso a o TOP 


6.1 -—— Definição... ga safa da A sa o ata a a 
E?) — Classificação quanto a ao à Crescimento... 2. 107 
Ge = PrGRREdADES: E oogadda espa Sn e a aa pr DO 
A4á — Fórmula do termo geral. RR AURA REU RE SA DO RR | 
8 5 — Média geométrica .. fia Sb E o a a na LA 
E 6 — Propnedades... Re Fe a a a SPT, 
Gr — Representações especiais... a ta qa oO Br do Lc 
E 8 — Propriedades... do SR pa si AD a e 
69 — Produlo dos E 125 
EO Sama DOS EIS assis con qia RT ERC aL adido a LD 
8 11 — Limite da soma. nha DES E e tor inca ET] 
6.12 — Progressões aritmético - geométricas... 137 


Parte !II 
Caprio LOBGRiADE as teia ta dardo ig Les a io 


714 — Introdução... er RR o E ERRO RU De DCI ERR RS TI 
72 — Definição as logaritmo... ER NRN DE RD DE NR Pr NPR RD POUPE IR Rs 
7.3 — Consequências imedialas... oras ie qb ediinides e ageá tons caçaS ça 145 
Rd == RESUMO passat cr SAS eita esa cuia asas IO 


Capitulo & Propriedades dos logaritmos................. ss eesseserer araras TO 


E) Piimeira propiedade: sineira sondnaeianaiorer ici aires saraca covas DOU 
E? — Segunda propriedade ss ais ueisrans baias srs cen do sirnaiaçã astrais TOA 
ud += TETCHTa prodMEdad ss raise a sara O 
Ad — Quarta propriedade)... sie ssegraditagio stisiado tédias itis patio stancas so VOZ 
85 = CosDDpanicuiates sas ss e See aan asian ronda AS 


Capitulo 9 Logaritmos decimais... cisnes esses NBT 


91 — Sistema de logaritmos decimais ........... seas BT 
92 — Caracterislica e manlissa... ás or RR | | 
93 — Notação mista dos logaritmos negativos .. e caneta ie 
94 — Determinação da característica .. RE RA EE IR DAVIS RIR | a 
95 — Propriedade fundamental da mantissa COPRR RE SE NPR 
96 — Uso da lábua de logaritmos... states caascricanaco roicannna 168 
57 — Cálculo aproximado de expressões numéricas, com auxílio 

HEIDO NAS assola usa o Ea a as] 


Capitufo 10. Logaritmos neperianos - Uma breve história... fa 


101 — Loganimos Neponanos ess somas negras pena oracao mr DD 
102 — Umabreve história... iii sia VEB 
13 «= Mudança DBDASE sr sui nd ab RR DE at 


Capítulo 17. Progressões geométricas ......s sis VET 


11.1 — Dedução da fórmula de masEnES de Dase ....csseermemess acao DT 
11.2 — Consequências... ini ca Rara A Ac AT 


Parte Iv 
Capitulo 12. Função exponencial — função logaritmo - inequações ..............1B9 


VE = DLONCENAS TUNDÃO sai ra ada o DO 
12.2 — Função real de variável real............ iscas 190 
12.3 — Gráfico de uma função real de variável real... 180 
12.4 — Introdução às funções ERRO! e logaritmo .................. 191 
12.5 — Função exponencial............ RARE SIRI SE RS ERREI 
12.5 — Gráficos da função exponencial... eq dai cana ia E 
12.7 — Inequações exponenciais... ai nd dn 
12.8 — E E A 
12.9 — Inequações logaritmicas ecran TED 
12.10— Gráfico da função logaritmo .......... se ccsescarecrea e EDP 


Capiulo Ta construção de NIANCOS aspas essa gas amas cia 11 


13.1 — Um resuma,. RESMBRE DD pe SRD CR RAN Se qe DSR 
13,2 — Construção de gráficos ... PRENDAS RE RA MO UR AM a 


Capitulo 14. Exponencial E logaritmo: funções inversas ..... sc TV? 
14.1 — O conceito de função inversa. E SOR DR NR RR 2 LLé 


14.2 — Logaritmo e exponencial: funções i INVEIDAS paginas sacar resaaçe ss 


Respostas dos exercicios propostos cesar  ZEM 
Respostas dos exercicios suplementares...............isccr 248 
Tabua de logaritmos decimais... scenes enrereremo ooo. ESB 


PARTE I 


Capitulo 7? — Potências e raízes 
Capítulo 2 — À indução 


* 


Ê 


Capítulo 


Potências e raízes 


tg 


Neste capítulo vamos examinar as definições e as propriedades mais 
importantes que envolvem as potências e as raízes. Elas serão úteis nos capitulos 
posteriores, onde definiremos logaritmo de um número real positivo, e onde 
estudaremos as propriedades das funções exponencial e logaritmica, 


1.1. POTÊNCIA DE EXPOENTE INTEIRO 
Definição 
Sejam a um número real qualquer e n um número natural. 


Define-se potência n-ésima do número a que se indica com o simbolo a” 


da seguinte forma. 
a? =1 
a"=a-a”!, paranãi 


Da definição acima obtemos: 


a'=asal=a-1=a 
a=a-alza-a 
“=a-al=a-(a-aj=a-a-a 
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aa'=a-(aca-aj=a:a-a-a 


a 
a 


O número real a é chamado base da potência e o número natura! n é 
chamado expoente da potência. 


Exemplos 


a) 2º=(-2/=0º=1 

b)-2"E Da ==2 0" =0 

e) Db D+ DA 

d) (2) =(-2)-(-2)-(-2)=-8 

(3/3333 81 
256 


f) 0=0-0-0-0-0=0 


e) 


Exercícios Resolvidos 


1.1) 


1.2) 


1.3) 


Calcule: 
a) (-2) b) -2* e) +A-2 


Solução 
a) (-2/=(-2):(-2)-(-2):(-2)=16 
b) -2!=+24=-(2.2.2.2)=-15 
o 4-2) =-[(-2)-(-2)-(-2]=<(-8)=8 
É comum confundgir-se (-a)" com -a”, Note que: 
(-a)º=(-a).(-a)-(-a)-.. (-a) 
n lalares aaa == = 


-2"=-(a")=-fa-a-a-..-a) 


n fatores uai za 


Sea<0ene N,n> 2qualéo sinaide a"? 

Solução 

Se n é par, o número de fatores no desenvolvimento de a" é par, como a < O, 
tem-se a” > 9. 

Se n é impar, o numero de fatores no desenvolvimento de a" é impar, como 
a<o0 temsea”<o0. 

Calcule: R ; 

s= (Pete cipfetayfa toa a qo (of 

Solução 

Na expressão acima, observe que se né par tem-se (-1) = fe sen é impar 
tem-se (-1)" = —1, então: 

ser prt e tonta + (na 


S=1-=-1+1-=121-=.00+1-1 
| Cad) Cm | 
zem Zerq zero EErÓ 

Ss=0 


Exercicios Fropostos 


1.4) 


1.5) 
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Calcula. 

a) 6-3) co +-37 e) —3º 
b) =3º o 4-3) n 4-3) 
Calcule: 

a) (-2)º o 0º e) (19º 


bj (1)! a 0º bp (mx) 


1.6) D&, segundo os valores den, neN, os sinais de: 
a, 3” 
b) (-3)º 
c 0º 
dj 4º 


1.7) Paran é 2; neN, calcule: 
(ED tape (Pe + (IP 


18) SenenN ef sd 10x + 350 + 5, calcule f(=1) 


Definição 


Sejam à um número real diferente de zero, e n um número natural; define-se: 


al 
alice 
Exemplos 
E A 
a) 2 “Hs 
Re Ee A 
Ep 5 25 


co) Asx?y = 145) E é (x *0) 


Exercicios Resolvidos 


1.9) Calcule: 
37º 
a) (27? 4 (5 
bj =7* 8) : 


-2 
o +27? o (-5) 


Solução 


a) (-27? = 


b) 422)=-5=- 
A fo 


- DA. ho pts ra pn 
dd caro 4 


Exercícios Propostos 


110) Calcule: 
a) (-3)7º d) 
bj =3* e) 
o) «(-3" 1) 
1.11) Calcule 


12 


1.12) Se ab = Cea+b » O, simplífique: 


ta ' 
a b) (a+by' 


1.13) Sendo ab + Qea+b = O, verifique que se a(a +b)' = a” 
b. 


1.14) Sex =z 0ex+x'=m. calcule * + x? em função de m. 


1 


+b” entãoa< 


1.2. ALGUMAS PROPRIEDADES DAS POTÊNCIAS DE EXPOENTE INTEIRO 


A definição de a” para o número natural n e a definição dada para a” 
possibilitam defintr potência n-ésima do número real a, quando n é um número 


inteiro. 
Para O número real a e para o número inteiro n, define-se: 


sen=0 


a" =!a-a"t senzl 
1 


= Tu 


a 


sencbeagzô 


Para os números reais ae be para os números inleiros m e n valem as 


nroprigdades. 


«m 


Exemplos 


aj dna a = qto ua 


10? 2-4 3 1 1 
——e— =1 — —— 
b) oa 10 q TOS” TOO 


E tita a DS das 
o Gy qro yt= ty 


ey ol =] 


a” 
is do 


n n ; n n E 
bh Observe que: a” =a!”) e não se deve contundir a” coma” » assim: 


2º = 212" = sça 
Fim = 9223 = 98 
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Exercicios Resolvidos 


1.15) Sendo ab = 0. simplifique (ato! 
E tab'yº 


Solução 


(a“b?y! º ta ytqpéyt o a?º pl? - q pit gt bp? 


(a"b!y E (a Pto'y a“ .pê 


[e] Le] 
1.16) Sene Nº, simplifique a expressão y = 22.2 
e a 
Solução 
pa ZE MU) 2-2 14 7 
2.2.2; om 22º 16 & 


1.17) Sendo abc = 0, simplifique a expressão: 


3 
-4 =2 
E rd -- [20b 
RRESE HE Re ae” ] 
Solução 
-S=2,3 
E 3 b”*) 
= 2º .(2*) “abç » (a 
[SCOA 
y=2" 7.afp 3 dep. py 
taP(e* 
Eua «qa 
po tathço. 
al2çã 
8-5 -3 
-o4 dd Arg C 
da co; 


-— 48-15 4.8 d- 
y = 28 .aB-IS-IZ p4c8  qea-24 


y = A a” E pº o 
ou. Se QUISErmos usar apenas expoentes positivos: 


1 
y = 16 à a'be?? 
1.18) Simphfique a expressão: 
- ab? (atbêyt (abr! 
a?b.(a'b'P ab 
e caleule o seu valor para a = 10“ eb = 10? 
14 


Solução 


o abr? (al Pb?) O ' ab”? a nºa? ph? º 
aba pçs 'y ah a” baf b?ab 


g'-1+2 ep?:8-2 ay! 


ata d=-1=1] -4 5 
CT E =a Dé = -B 
Eid e 


Sea=107eb=-10", obtemos: 
A= (1037. (0) =102. (1.10% = 10" (=p qo p= 
age (ay ago meg 49 = 10" ==100 


Exercicios Propostos 


1.19) Sendo aba 0, simplifique as expressões abaixo e dê as respostas utilizando 
expoentes positivas: 


“PP 
(ab?yº ' [2] 
(ab)? ) ba” j 
e -=1 
-3p2y9 a -b 
b) (ab) e) Gaby” 
7-'2ºp-? a tab! 
) rasya E ga 


120) Se o e [ são números inteirose 2º =m e 2º =n, calcule em função de m e 


nr. 

a) qZa+3p dj qr 

bj als e) Os!" 
o art Ay O aGe- 


1.21) Sendo abc + 0, simplifique a expressão: 


É 245 ER 
A=8.43.(abp. Es o 


1.22) Simplifique: 
[(=12 58] ease 
(25 age jo 
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1.23) Considere o produto: 
Pá [xt E y pi ye” men* 


a) Verifique que P = Pee ” yizT a 


b) Suponha x = 10". y = 10 em = 2: determine com quantos zeros 
“termina” o numero P. 


1.3. RAÍZES 


Consideremos os seguntes problemas E as suas correspondentes 


respostas 
Ache as falzes: 


1º) cubica de 2? 
Resposta. 3, pois 3º = 27 


2º) cúbica de O 
Resposta Ô, pois GRE 


3º) quinla de =32 
Resposta: -2, pois (Ey = =J2 


4º) quarta de 81 
Resposta 3e-3, pois 3º, (-3)! = 81 


5º) sexta de O 
Resposta 0, pois 0º = 0 


6º) quadrada de -25 
Resposta. não existe 


Observe o 6º problema: Um número negativo não admite raiz quadrada. 
Para perceber isso, basta lentar calcula-la. Se um número b fosse raiz quadrada 
de -25, deveria acontecer: 

b? = -25 

e é fácil ver que isto é impossivel, pois o quadrado de um número real é não 
negativo 

O 4º problema moslra um caso em que existem duas raizes opostas, ou 
seja, de mesmo valor absclulo e sinais contrários; isso ocorre sempre que 
calculamos uma raiz de indice par de um número positivo. 

Observe nos 1º, 2º e 3º problemas que quando calculamos uma raiz de 
incice impar de um número rea! obtivemos um único resultado, 

Podemos resumir as diferentes situações da seguinte forma: 


Sejam o número real a e n um número inteiro positivo. 
1. Chama-se raiz n-ésima do número real a, se existir, ao número real b 
que satisfaz à condição: 
bº=a 
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2. & existência da raiz n-esima do número real a é dada pela tabela 
abaixo: 


n impar 


existe uma raiz única, | existem duas raizes opostas, 
positiva, indicada por | a positiva indicada por Va . e 


Va a negativa indicada por -Ya 


existe uma raiz única, 


ne 
Ya 


Exemplos 

a) A raiz cubica de Bé 2, pais: 2º = 8, 
Indica-se essa raiz por 38. 
Assim: YB = 2. 

b) A raiz cúbica de -8 é —2, pois: (-2)) = 8. 
Indica-se essa raiz por Y-B. 
Assim: Y-8 =-2. 

cj) A raiz quadrada de zero é zero, pois: Q' =0, 
Indica-se VÔ =D 

d) As raizes quadradas de 16 são 4 e -4, pois 4º = (-4j = 16 
Indicamas essas raizes por AB e - 18. 
Assim: 6 =] e - RAT: =-4. 


Observações 


19 No simbolo Ya . a denomina-se radicando é n denomina-se indice da 
raiz. 
2º) Se tivermos a > 0 en par, o simbolo ta indica apenas a raiz n-ésima 
positiva de a. Nesse caso, se quisermos indicar a raiz n-ésima negativa 
de a usamos o simbolo -Ya . 
Então, J4 = 2e não Vá = +2; abserve que -J4 = 2. 
3º) Quando caleulamos a raiz n-ésima posiliva de a. n par de um quadrado 
perfeito, devemos ter cuidado para não cometermos enganos: assim par 
exemplo: 
PE) 
= s 
V(-57? «5 e não J(-5P = -5 


; "a 
Nate, pela 2º observação, que se a > 0 en é par, o simbolo Va indica 


apenas a raiz n-êsima positiva de a; então para todo número real x devemos 
escrever: 
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Ve = ||| [x] = 


Exercicios Resolvidos 
124) Simplifique a expressão 


A = AVIRA das By 


Solução 
Jt3-3 - |$3 3] =+4/3-3)=3- 3, (observe que J3 -3 <0) 


dis + 3 esa 3)= 3498 


Então, 
A=3-43+3+43 
A =B 
125) Considere g expressão 
Y= Jtx- 1 
Quais são as diferentes formas que ela pode assumir, segundo os valores 
de x”? 
Solução 
Ix-1 sex-120 x sex20 

= AP =|x-1=/) dita 

Rd cad |=(x-1), sex-1<0 IX vç 
Então: 


Y- x-l sexz1 
Chexe1se%c1 


Exercicios Propostos 
126) Classifique cada uma das sentenças abaixo em Verdadeira (4) ou Falsa (F): 


a) E = +2 d) $-27 = -3 
bj) fio-2 e) 48 =-2 
o) Y27=3 n J(-5P=-5 


; 1 1 
127) Ver e — - po = 4 
27) Verifique que E zrÊ Z 


128) Considere a expressão: 
v= AMx+1iyf 
Quais são as diferentes formas que ela pode assumir, segundo os valores 
de x? 
18 


4.4. PROPRIEDADES DAS RAÍZES 


Sendo a e bh números reais não negativos, m, n e p números inteiros 
positivos, valem as propriedades: 


Exemplos 
a) 53.34 = 3.4 = H2 
aim 
b) a ER 
o CPy=Y2 = 
9 FB «248 =33 
e) 453 = 3532 = 9/58 


Exercicios Resolvidos 


1.29) Calcule: À = 31440 + 48143-125 -364 


Solução 

Sendo: 

HM =1%0=0,/81=3, Y-125 =-S e 364 = 4, lemos: 
A=1+0+3+(-5)-4 

A=-5 


130) Simplifique: y = 4-/147 43.475 + 192 
Solução 
v=4./49.3+3-425.3 + 464.3 
y=4./40./3+3.425-43+ Jsa .J3 
y=4.7.43+3.5.43+8. 43 
y=28/3+15/3.8/3 
y=5143 
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1.31) Reduza ao mesmo indice: 45, 2 e 7 
Solução 
O indice comum é o MMC. entre os Indices 2, 3 e 4, que é 12. Então, 
aplicando a propriedade V: 


muit. >“V 
ENE - = 15625 
muyls por É 
mu por à 
“ra AM 
Y2 = fas tz - = 46 
rui pos d 
mui RA 
7 = = 7 = 343 
mu:s es 
132) Efelue as operações 
4 
3 = = 4 
a) (98 - 48) 6 E) o 
= 35 5 5 
A RE TEE 
Solução 


ay (98 - JB). VB = (Vão 2 - 44.2). 46 = (7142-2429. 465 = 
=52 .46=5412 =5/4.3-5-28 -=10,8 


Bb) Observe que para efeluarmos o produto das duas raizes, Isto é para 
aplicarmos a propriedade |, devemos recvzi-las ao mesmo indice: 


JE yo =%5º 42º =Y5º.2? = Y500 


c) Também aqui devemos reduzir as raizes ao mesmo indice: 


Z] Ra a. = 34 


ET Pr 


d) 


5 dotvB + 45)- J5(V8 - 45) 
Rc Des (J6 — J5)+ (46 + 45) 


dE VB + dO 5-5 V6 + 5 5 
(V6 (5) 


.8+430 43045 11.4, 
RR = 
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1.33) Facronalize 05 denominadores das frações: 
1 
a) 
J5 
1 
bj —=— 
) JE 
J3 
E BR 


1 
1 FR ER 


Solução 


Cc) 


No problema, pretende-se determinar uma fração cujo denominador é um 


número racional e que seja igual à fração dada: 
a) goi = CÊ J5 E = Ei 
5 5 5 js 
1 35 o ya EE 
E EM gs go 
S  f 2.43 2/3+/3 43 2/3+3 -. 


—A 


c) pe a AA ed = 2/3+3 
do Pedo DR DES 4-3 
Observe que, de um modo geral, para racionalizarmos o denominador de 
uma fração como — ou | multplicamos a seu numerador 
uva+dvb Ja -vyb 
e à seu denominador pelo “conjugado do denominador 
141 va-cdb Vad 
ns E 
va + db vas db Ja-db a-h 
is ui 
1 1 Ja + db Va-db Jo 
Ja-Jdo Valdo Jardb ado 
ar 
d) 


1 SFETEERE! 


1 1 PENAS | A 
2443-045; (U2+/3)045 (42443-455 (24 3) J5 
PR no Do o 


ard3235 0 2443. 45 FERCERCIA 


“(ND PV 2a205+3-5 | 2/6 
N2+ 3 + 5 Vê 12 +48+/30 2/3 +3V2 - 30 
246 Je 2146)? 12 
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AO + 2 " 
Alia fo e V10 = 2. calcule” 


a) x +xyry b)ocrryprad ey? 
Solução 
a) 
- 2 us a 
e -[ AO -v2) (10+2/20+2 12+2/20 
2 | 4 4 
(1242 45 12445 463445) 4 
4 4 4 
2. [ VI0=42 Ps .10-2/20 +2 12-2/20 
A ar. 2 | 4 4 á 


.12- E Ja 5 12-445 43-45) - 
Elia rio a tp AUD 


E E GA 
o aih o 4 E 
Então, X+xy+ry=3+/5+2+3- 45 =8 


"ne TT 
bi Note que x 2 2y + xy + y = x (x +y)+ vZtx +y)=(x+ pe + y2) 


Ho. HO-JZ DÃO mm 
E RR a 


M ./Y=D———— 
as x+y 5 + 3 


$ry=3+/5+3- 5-6 
=x+yt+y)= ÃO 6=6/10 


Então, x + xy +xy dy 
Exercicios Propostos 
1.35) Calcule: 91430 -3/243 - 4/81 + 49 
136) Simplifique À = 3/12 -2/27 + 42 - J75 + JáB 
1.37) Reduza ao mesmo indice. 43, Y6, 430 
1.38) Coloque em ordem crescente os números: JB, 2,07% 


1.39) Efetue as operações: 
a) (V2+ 45-10). 2 
b) “2 4 
£) Y2 
3 
22 


1.40) 


1.41) 


1.42) 


1.43) 


1.44) 


(Ee (Se 
o WEAE-nm 


Racionalize as denominadores das frações 


9 
243 
b) vd 
o) 5 + 42 
da = de 


d) E 
1. v2 -V3 


germe 
À Dad 


Verifique que; 
Vê = 
a pa sa 
) 241 
b) 3/2 ava J5 
6.5 Edo” “+. 


+g=3-v2 


” (eis atol a 


Y5 + 3/3 


Racionalize o denominador de 


Se x= 22" € py= —“€ calcule: 
Ea 


bj) é +y 
CT) E + xy + y 
d) cry 


Considere o número: 


A=(/B+42)4/3-2). J/3+2 


a) Calcule a? 
b) Deduza o valor de À, 


2s 


145) Seja fo)= Jx + Na 


a) Verfique que — E dkst- Jx 


1 1 
Db) Verifique que: — mm “TDT! + = n+1-1 


4.5, POTÊNCIA DE EXPOENTE RACIONAL 


: : o é E m 
Sejam dados o número real positivo a é O número racional no com men 


inteiros, n=0 
) m E E" 
Nasse número —, o denominador n será sempre escolhido positivo. Assim, 
n 


se Dé negativo, teremos n positivo e m negativo. 
n 
Lu 
Nestas condições, o simbolo a" é definido por: 
no q— 


eg di = Ata” 


Exemplos 


Fodemos definir potência de expoente racional para o caso a = O, mas com 


Exda m 
a condição a 0. 


Na definição acima, a condição q >! é necessária para manter uma 


coerência com as definições dadas anteriormente. Por exemplo, sabemos que não 
se pode escrever. 


Da mesma forma, não podermos escrever 


2 —e— 
0 3F=40? 
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1.5, PROPRIEDADES DAS POTÊNCIAS DE EXPOENTE RACIONAL 


As potências de expoente racional ohedecem às mesmas regras operatórias 
vistas para potências de expoente inteiro. 


? á à de mp ; : 
Se ae b são números reais positivos e — e — são números racionais (m, 


n.pegsão inteiras e ng «4 0), valem as propriedades: 


Exemplos 
do o ml: tia 5 
a) 22.91.9265 -02 3 6 —- 25 — a 
ao E ai Ea! e a 
or 12 (5) sai Eh 
b) 2 É SE att 6 =25 EP ud? 
28 25 25 
É 2.5 5 Ea - 
o) (32) =308 =23=%38 =Y3º.3º = 3% 
1 1 1 ES al 
s so To.Ha 1 sd 1 
d oyWys -2ãÃ. x d=— E = -* — mam, (x> 0 
) (2x) pé) E E e ) 


Exercícios Resolvidos 


1.46) Expresse em forma de potência com expoente racional os seguintes 


radicais: 
a 43 o) Y7 
by 42 a) YV11 
Solução 


ala 


a J3=3 


25 


1.47) 


1.48) 


25 


-s 1 
bj) Y2=2º 
usina 2 
o 7? 73 
= 1 
dj RCE =811=17 


Calcule, substitundo as polências de expoente racional pelos 
correspondentes radicais: 


1 E 
a) 4? c) 274 

1 5 
b) 164 dj) 648 
Solução 


1 — faso 
a) 4? = Ya! = Ja =? 
1 pa -— 
») 16-16! =/A6-=2 


e — mean 
o) 27 = Ha? =HPp = = Yo =3?-9 


E -5 ——em 
q 6485-648 =Yoa* = ab ds a 5 


Utilizando as propriedades das polências de expoente raciona!, simplifique: 
1 


a) (0,04) 2 


f 4 
b) [25º] 


2 
co) 27 3.9!8 
7 
o 52.2) 83 


Solução 


o aros (ap (past ge gs gas ng 


2 2 o 
- J 
d 5º.2º. 83-14 dita DO au DO DO DS O 


1.49) Sendo a, be c números reais positivos, simplifique: 


1 
A = (ab?ç%)2 .ta'bºe?y3 (a “be)t 


Solução 
1a 3 742 444 1,T.5 JAM 3,24 
d=aib et .aibiçi.a Ahh =a? | -.b e | spt 15 = 
Settings ease 17 BD du ? : 
-=a 8 pb 8 .c 6 -as .bê.çô =a*.bº.ci =aº.c? 


Se quisemos a resposta utilizando os radicais correspondentes: 


Asa? Yo -=a? Vof.c=a?.c?-.%e 


150) Suposta definida, simplifique a expressão: 


: 1 nd 
a2+1 af.1 4 
1 a a-1 

at a*+41 


5 


Solução 


4 2 
1 jm b) 
Lembrando que [2-1] [23 .4)-[ai) rama o MMC. 


h 
denominadores é a — 1, tem-se: 


(5 + dE + )e(o? «Ps | o 


y a-1 
1 2 1 2 é 
RS) «[a3-+] -4 
) 
à 2-1 
; | 1 w-3 
” ar2a +lra-Za2 +1-4 
a-1 
SN mta qi 
a-1 a-1 8 


dos 


er 


1 1 
1.51) Se, x? +x ? = 3 calcule: 


| 
. 5 5 
a) ago e) ie Gi 
x +xC+a 
b) x + x? 
Solução 


1 A) 
a) Elevando ao quadrado os dois membros da igualdade x? «x 2? =3 
abtemos' 


x+w!=7 


Elsvando ao quadrado os dois membros da igualdade x + x! =? 
obtemos. 


b 


A 


(x +! = 49 
WeZ x! +po'f=49 

x +2x "+ x?=49 

x +2+x7 =49 

E, daí: 

wx+x?=4 


L ol 
Cc) Elavando ao cubo os dois membros da igualdade x? +x ?=3 obtemos: 


1 Reis 
[=x ) =27 


e RE E A 
Ed +3jxº |. . 
e. ld 
à E i -3 
x2+43xx 24 2xIx 4x 2 =P7 

3 y 4 E. 

xº sax + dx C+x ft =g97 

3 “ss fa q 

x)+x 20 9)x2.x 2 |=27 


f 3 


3. 
x?4+x 2 +0e 27 


28 


2249 gt+a 50 5 


Exercicios Propostos 


152) Calcule: 
E) 
a) 18º 
3 
b) 6251 
ê 
c) (0,001) * 


153) Calcule: 


1 10,5 “o 


a) (15) eos (o spt +(-5) 5 


1 -1 
b) (20273 -(-5) +255º 37 + (5,5) 


1.54) Calcule: paraa=001ebh=2? 


1.55) Utilize as potências de expoente racional para simplificar: 


1 
a) 
avada 
b) Va sã 
c) Ja -Yas Ya! 


1.58) Utilize as polências de expoente racional para simplificar; 


1.57) Simplifique: 
e qu 
a) Va Jblç3 M 2b'c”! 


1 1 1 
b) V%a-af a7.a 1 


Pa 


1.58) Supondo definida, simplifique a expressão: 


4 1 É ada 
E E 


=x 0 Juxé 14x? 


1 1 
1.59) Se x=23-2 7, calcule 2 + 6x 


1.60) Simplifique as expressões: 


1 me 
x+.100 1 Voa + Ya 


ANS RA dO 
b) [870 ) rio j 


1.61%) Simplifique a expressão: 


MEN 6, 


Calcule & valor de y para x = 0,0095. 


1.52) Detemine x, xe Q, tal que: 
aj 9º =27 


n 100" = 10% 


1.7. POTÊNCIA DE EXPOENTE IRRACIONAL 


Seja a um número real positivo. 
O problema que aqui se coloca é dar para a”, onde x é um número 


irracional, uma definição justa, que respeite as regras de cálculo usuais das 


potências. 
Vejamos um exemplo: como definir 229 

Como Jo é número irracional, p= não tem significado se considerarmos 
apenas as definições vistas até aqui, Entretanto, o processo para a definição de 


2" se utiliza das polências de expoente racional. 


SO 


Inicialmente, observe que se re s são números racionais e 1 < 5 tem-se 
2" < 2º parece razoável que essa propriedade se mantenha quando definmos 2* 
para x irracional, assim, se re s são racionais e: 


r<v2<s 
então devemos ter: 
Pega (1) 
Consideremos agora as sucessivas aproximações racionais de 42: 
1,4 </2 <15 


141 «2 <t42 
414 <f2<1415 
44142 <J2<14143 
141421 <V2 «141422 


O conjunto de desigualdades acima e a conclusão (lj permilem-nos deduzir 
que 22 também satisfaz a um conjunto de desigualdades: 
gia cp qts 
Dal e DAI 
plata é a'2 qa 
piaiaz dê e quáraa 


qatad ouá « qihA1422 


No conjunto de desigualdades acima, substituindo as potências de expoente 
racional por aproximações decimais, chlemos uma sequência de intervalos de 
ampiiludoes cada vez menores: 


2,639<22 «2829 
2.657 <2º «2676 
2,664 <2 «2.667 
2665 < 2 «2,665 


Observe que q número 22 pertence a todos os intervalos da sequência, e 
que à medida em que os intervalos vão se subedendo, vamos obtendo 
aproximações, por falta e por excesso, que nos dão uma avaliação cada vez mais 
precisa para pvê 

A construção acima nos dá uma aproximação para q? com lrês casas 
decimais; 2,565. 

Ô procedimento descrito acima para definir 22 pode ser ampliado para a 
definição de a”, onde a é um número real positivo e x é um número irraciónal. 

Para isso, suponhamos a > 1, e consideremos duas sequências: 


E 


Uma, crescente, constituida por números racionais menores do que x: 
Fa Fã Ta, oo, Fm. 

À outra. decrescente, constituida por números racionais maiores do que x: 
S4. 82, 5a4,... En. 


As duas sequências devem ser construídas de tal forma que as diferenças 


S4— [82 — a 55 — fa, Bn— Fm Sejam cada vez menores, Isto é, aproximam-se 


de zero 
Então. o conjunto de desigualdades: 
fixes 
fx Ss 
RSxXSS 


gera, para a > 1, o conjunto de desigualdades: 
ai <a! «a! 
a? «a” «a? 


a <a” < aii 


Observe que as potências de expoente recional: 
a",a2,a8.... 


são aproximações "por falia" de a*, a que as potências de expoente racional 
a" a2,98,... 


são aproximações “por excesso” a”. 
Nole também que, à medida em que 0 número irracional x é “cercado” por 


intervalos de ampltudes cada vez menores: rm x <s a” é "cercado" pelos 


correspondentes intervalos: a" <a* <a”, também de amplitudes cada vez 


menores. Diremos, então, que tais intervalos de extremidades a” e a” vão 


definir um número que é a”, 
Para0<as<1,a definição de a”, x irracional, é análoga. Apenas, como 


O<a<1,a desigualdade: rn <x <sngeraa desigualdade a” » a” > a”, 


Observações 
1º) Se x é um número irracional positivo, definimos; 
0=0 
2º) Para todo número irracional x, define-se: 
=1 


3NSea<Qe x é número irracional, o símbolo a” não está definido 


4º; Para as potências de expoente irracional são válidas as propriedades 
usuais das potências. 


Sê 


Exercícios Propostas 


1.83) Simplifique: 
Reid a 


(52) 
b) 2558 
c) fast á 9.8 .32 


e Jê 
Co, 


EU RD 


1.64) Com auxilio de uma “calculadora” construa uma sequência de intervalos que 
define 32, Dê uma aproximação de 3? com três casas decimais 


1.8. POTÊNCIA DE EXPOENTE REAL 


Com as definições vistas até aqui, para o número real positivo a e para q 
número real x, qualquer, fica definido o número a”, isto é, uma potência de 
expoente real. 

Note que para a definição de a”, com x real (racional ou irracional) ha uma 
forte exigência: a > O. 

Observe também que se a > 0, então a” > O para todo x real. 


Propriedades 


Sejam a e b números reais positivos e x e y números reais quaisquer, 
valem as seguintes propriedades: 
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Capítulo | 


À indução 


2.1. O QUE É A INDUÇÃO? 


Podemos responder à pergunta dizendo que a indução é um processo de 
raciocínio, que faz a passagem de hipóteses ou conhecimentos particulares para 
conclusões gerais. 

As ciências naturais utilizam-se daquilo que denominamos indução empírica. 
Esta, de uma série de observações particulares de um certo fenômeno, estabelece 
uma proposição geral que deve reger todas as possibilidades do fenômeno. 

As leis gerais determinadas pela indução empírica não são providas de um 
grau absoluto de validade. O grau de certeza com que se estabelece uma lei 
depende do número de experiências feitas, bem como de confirmações posteriores 
do mesmo fenômeno. 

Nas ciências naturais, em geral, um raciocinio desse tipo é plenamente 
convincente. Por exemplo, quando uma pessoa diz que “Todo homem é mortal”, 
esta afirmação tem toda a certeza possível, dado o número enorme de 
confirmações que esta proposição teve através da História. Porém, o caráter desta 
proposição não é o mesmo que o de uma afirmação ou teorema demonstrado por 
meio de raciocínios puramente matemáticos. 

Poder-se-ia dizer, então, que na Matemática a indução não se aplica como 
raciocínio válido, pois esta ciência não se satisfaz com os “graus de certeza”, 
obtidos pela indução empirica. Essa é, porêm, uma idéia errônea. É verdade que a 
meta que se procura atingir na Matemática é a forma dedutiva e axiomática, na 
qual os fatos e conceitos se apresentam interligados perfeitamente, de acordo com 
uma sequência lógica. Tal meta, entretanto, só pode ser atingida mediante todo um 
processo construtivo para o qual contribuem decisivamente a sensibilidade, a 
intuição e a experimentação. Com isto, queremos dizer que mesmo numa ciência 
exata como é a Matemática, ocupam lugar de destaque a contribuição da indução 
empirica, a imaginação que inventa e a construção experimental, elementos que 
constituem a força diretriz e motora mediante a qual pode ser atingida a meta final. 
a forma cristalizada de estrutura axiomática e dedutiva. 

Um exemplo de como se pode utilizar a indução na Matemática é o 
seguinte: suponha que desejamos uma fórmula que nos dá o valor da soma: 


Sn=2+2+242'+.0.0.+42 


para qualquer valor inteiro positivo de n. 
Essa soma apresenta os valores seguintes: 


Paran=1:8,=2 
Paran=z2:S,2=2+2?=6 
Paran=3:8S34=2+22+2'=14 
Paran=4:S,4=2+22+2º+2º =30 
Paran=5:S5=2+22+2º+2º+2º=62 


enInens ca conNSani sanar OS ALL quina p Gra nana na na ana ano no oca Donas 
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Por meio de experimentações sucessivas, o matemático “achou” a fórmula. 
Sn =2[(n- 1) +], 
a qual nos fornece: 


Paran=1 S,=2 satisfaz!) 
Faran=2 S,= 211º + 2] = 6 (satisfaz!) 
Paran=3:Sa=2[2º+3)= 14 (salisfaz!) 


E de se supor, então, que esta é a fórmula geral procurada. Puro engano! 
Isso não é verdade, pois para n = 4 lem-se: 
S4=2(3º+4]= 26 
valor diferente do real, que é 54 = 30. 
Concluímos. então, que a fórmula encontrada satisfaz paran= 1 Ze 3 mas 


não satisfaz em geral 
Com o prosseguimento das tentativas, encontrou-se a expressão 


nº -6n*+23nº -18n+12 
pie sessao ea pau 


que fornece valores corretos para n= 1,2,3,4e 5, mas para n= 6 não satisfaz 

Com esse processo, o matemático consegue se aproximar cada vez mais da 

fórmula geral Num dado instante, após muita pesquisa, chegou-se à fórmula: 
Ep" =2 
que se mostrou válida, por exemplo, den = 1 atén=1 500. 

Podemos, então, afirmar que esta é a fórmula procurada” 

Não! O fato de uma expressão ser válida para um número bastanta grande 
de casos particulares não significa que ela seja válida para todos os casos. Quem 
podera garantir que para um valor de n superior a 1 500 não vai falhar a expressão 
encontrada? 

Do exemplo disculido acima tiramos uma conclusão simples. mas 
importante: 

“Uma proposição pode ser correta para um número bastante grande de 

casos particulares e ac mesmo tempo pode ser falsa em geral,” 
É justamente neste ponto que se distanciam a Matemática e as ciências 
naturais Se o problema discutido acima fosse restrito ao campo da Sociologia, por 
exemplo, poderiamos afirmar que a expressão encontrada é valida “com uma 
determinada porcentagem de certeza”, Tal certeza será maior ou menor, conforme 
seja O número de casos particulares examinados. 

A Matemática não se salisfaz com essa “porcentagem de certeza” Ela exige 
certeza absoluta. Dessa maneira, temos que provar rigorosamente que a fórmula 
encontrada é válida para todo n. 

O que se pode concluir, após esta cdiscissão, é que a construção 
experimental foi Útil para se encontrar uma fórmula, sobre a qual recaem suspeitas 
de que é de fato a expressão procurada. À prova, a demonstração rigorosa, que vai 
selar a queslão, é dada dentro da Matemática por um processo especial de 
raciocinio que se denomina INDUÇÃO MATEMÁTICA. 
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2,2. O MÉTODO DA INDUÇÃO MATEMÁTICA 


Tomemos q exemplo discutido no item anterior. 
Por meio de um processo intuitivo conseguiu-se uma possivel fórmula para 
exprimir a soma: 


a E 
Presume-se que seja: 
Si 


Surge, então, a seguinte dúvida: temos uma proposição que se mostrou 
correta em muitos casos particulares; é, no entanto, impossivel! verificar todos os 
casos particulares. Como podemos saber se a proposição é correta em geral? 

Quando uma proposição depende dos números naturais, o metodo da 
Indução Matemática constitui um eficiente instrumento para verificar a validade da 
proposição no caso geral. Para aplicar a Indução Matemática é necessário 
demonstrar dois teoremas: 


Teorema 1; À proposição é válida para n= 1 


Teorema 2: Se a proposição for válida para n = k, então, ela também & válida 
para O caso seguinte, n=k + 1 


Vamos, então, demonstrar que é válida para todo n a proposição: 
2424. += 2'tino 


Teorema 1: A proposição é válida paran = 1, 
Para demonstrar este teorema, hasta fazer uma verificação direta. 
Fara n = 1, temos: 
(1º membro) = 2 
(2º membro) = Paga aÃ) 


Teorema 2: De acordo com o enunciado deste teorema, devemos supor 
(HIPÓTESE) que a propriedade é válida para um certo valor n = k, e provar (TESE) 
que, então, ela também & válida paran=k + 1. 

Hipótese 2 +22 +24. + 2H =28192 

Tese: 2 +27 +24; pote sgrtlo 


Demonstração 


Vamos somar aos dois membros da expressão da hipótese D número Er: 
resulta: 


Ep a per a DP DR SRA a DD Sa O) 


1º membra da fese 2" membro da tese 


Os dois teoremas foram provados. Podemos então dizer quê 
Sn=2""..2 
para todo nneNº. 
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observações 


1º) Para o aluno é um lanto difleil convencer-se da eficiência da 
demonstração Porém, com um pouco de reflexão sobre o que foi feito, 
podemos alingir um acordo. 
Inicialmente; cevemos notar que não seria possivel verificar, 
experimentalmente, a proposição para todos os números naturais O 
Teorema 1 corresponde à verificação experimental para o 1º caso: ns 1. 
O Teorema 2 permie passar de um Caso para o seguinte Assim, por 
exemplo, como a proposição vale para n = 1, então, podemos 
imediatamente concluir que ela também vale para n = 2 (Teorema 2). 
Fica, assim, provado que a proposição vale para n = 2, mas sem 
necessidade de uma nova verificação experimental Retomando o 
raciocinio, temas a proposição vale para n = 2, então vale também para 
n= 3 (Teorema 2). Percebe-se assim que, por aplicações sucessivas do 
Teorema 2. qualquer natural poderá ser atingido, sem necessidade de 


verificar experimenlalmente. 


Intuitivamente, o método pode ser entendido com um artficto muito simples: 
suponhamos que lemos soldados de chumbo colocados em fila, que começa por 
um deles e prossegue indefinidamente: 


! =p] cris a 


Como podemos ter certeza de que, derrubando o primeiro deles, todos os 


soldados cairão? 
Para isso, basta provar que: 
1º O primeira soldado cai. 
2º) Os soldados eslão situados de tal modo que toda vez que um qualquer 
deles cai, automalicamente, golpeia e faz o soldado seguinte cair 


Assim, mesmo que a fila se estenda indefinidamente, podemos afirmar que 
lodos os soldados vão cair. 


224EÉ importanle notar a necessidade da demonstração dos dois 
Teoremas: 1 e 2. É claro que não basta o Teorema 1: a simples 
verificação de um caso particular é insuficiente, 


Do mesmo modo. não basta a demonstração única do Tegrema 2. 


3”; Na demonstração do Teorema 2, à passagem do caso n=k para o casa 
n=k+ 1 é equivalente à passagem do cason=k- 1 paraocason=k. 


Em cada problema escolhemos açuela que mais facilitar os cálculos 

algébricos 
4) Em alguns problemas a proposição dada é válida a partir de um certo 
número natural no. Nesse caso, o Teorema 1 é a verificação para n = no. 
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Exercícios Resolvidos 


' ' 5 A À A nen + 7 
21) Prove que a soma dos n primeiros números inteiros e positivos é En à 


Solução 

Devemos demonstrar que: 
1+2+3+..+n - MO 

Teorema 1 

Para n = 1 tem-se: 

(1º membro) = 1 


(2º membro) = 12 ac 
Teorema 2 
Hipótese 1+2+3+.+k= ta 


tk + I)lk + 2) 
2 
Somando aos dois membros da hipótese o número k + 1, obtemos. 


142-3+. 4kafka = Cho 
tº membro da les 
k+2 (+ IXk+2) 


=(k +71) (orj-n E 2 5 


Z* membro da eh 


Tese 1+2+3+.t+tk+(k+1)= 


Observe que neste problema não foi necessário “adivinhar” à fórmula; ela foi 
dada no próprio enunciado. 


22) Vamos escrever em ordem crescente os números impares posilivos: 
E Re O gr 


Chamemos 9 primeiro de m, o segundo de u,, o terceiro de w, etc... 
m=1H2=34u3=5, u4=7 

Surge, então, o seguinte problema; “encontrar uma fôrmula para o número 

impar genérico u,, expresso em função de nº. 

Solução 


Podemos escrever: 


Ho= 22 - 1 
ave Deo à 


Se examinarmos cuidadosamente as três igualdades, seremos levados a 
crer que para se obter o n-ésimo número impar, Ho, é preciso multiplicar n 
por 2 e sublrair 1: 

= 2011 
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2.3) 


40 


Vamos provar que essa fármula é verdadeira. 


& fórmula é válida para n = 1. De fato. vimos que 


Teorema 1: 
1 tê o primeiro impar positivo!) 


M=201-T= 


Teorema 2: Hipótese: uy = 2k — 1 
Tese ma= 2(k+ 1)-t=2k+1 


Somando Z aos dois membros da hipótese: 
Hpt 2 = (2k — 1) + 2 


Observando que para se obter o impar jy,., basta somar 2 ao impar 


“anterior us tem-se na igualdade acima: 


Hp.s = 2kK + gh 


que é a tese 


Calcular a soma dos n primeiros números impares positivos: 
n=143+5+.+(2n-1) 


Solução 

Já existem fórmulas na Matemática que resolvem o problema acima. 
Entretanto, O nosso interesse não é usá-las, mas descobri-las através da 
indução. Para isso é necessário inicialmente estabelecer uma hipótese, isto 


é. simplesmente tentar “adivinhar” a resposta. 
Dando valaras particulares a n obtemos: 


S1=1 
Sz=1+3=4 
S4=1+3+5=9 
S47=21+3+5+7=15 


1+3+5+4+7+9=25 
É fácil nolar que S, = 1º, 82=22, S;=3º 54= 42... a que nos faz “acreditar 


que em geral: 
Sn =unÊ 


Vamos provar que esta fórmula é verdadeira. 


Teorema 1: À fôrmula é valida paran = 1: 
Sta 


Teorema 2: Hipótese: Sk=1+3+5+. +(2k-—1)=k? 
Tese: Sum =1+3+5+.+(2k- + [Mk+1)-1]=(k+ 1 
the1 
Somando aos dois membros da hipótese o número [2tk + 1) —- 1]=2k+1 
ablemos 
1+345+  +iBk- De [Bk+)-)=ks kr (k + 1 


1º membrú da iesé 2º" membro da lese 


2.4) 


2.5) 


Estudar, para ne N”, a validade da desigualdade: 
2" > 2n+1 

Solução 

Vamos examinar alguns casos paniculares: 

n=1:2'>2-1+1,é falsa 

n=2:22>2-2+1, é falsa 

n=32:2>2.3+1,6 válida 

n=4:2*>2-4+71 éválida 


Somos levados a crer que a desigualdade é válida para n > 3 Vamos prová- 
la, 


Teorema 1: Para n = 3 está venficado 


Teorema 2: Hipótese: 2" > 2k + 1 
Tese 2" > 2k+1)+1ou2 >2kK+ 3 


Muliplicando os dois membros da hipátese por 2: 
*.o>(2k+1):2 
ds 4k + 


Mas, dk + 2 =(2k+ 3)+ [2k-—1), e como 2k—1 > 0, pois k = IJ lem-se: 
, dd +2>2k+3 
Loga: 2º! >2k +3 


Demonstre que para todo n, ne N*, o número: 
An = TE gata 
é divisivel por 133 


Solução 


Teorema 1: Faran= 1 
Aj=11"+12?=2059=133-23 


= 1 


Teorema 2: Suponhamos que A, = 11"? + 12%" seja divisivel por 133. 


3 % q petht ge 


vamos provar que Au. = 11 É tambem divisível por 133, 


Temos: 
Arre PD o 203 a qq 4 a 121 492 
Como 12? = 144 = 133 + 11, segue-se que: 


Aga = 2a e 28! (aaa + 11) = 1182. se 


+12 eta 27 equge 


ndo (A DA aaa 
duvisiyel por 133 por hipótaga. 
As duas parcelas são divisiveis por 133, e dal a tese. 
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Exercicios Propostos 


Parane Nº, nos exercícios de 2.6 a 2.12, prove as proposições indicadas: 


2.6) 2+4+6+.+2n=n(n+ 1) 


27) +24 34+..+ nº = Mint iN2n +) 
o 6 


(n-4Kn-8K2n-7) to-4Xn-3/(-2) (O, +) 


2.8) 1+5+14+.0 + : E 
29) 1 2+203+3 4+.+n(n+1)= emma td 


1 1 1 
240) qatzatga* tan 


213) Ache a expressão gera! dos números xa, sabendo-se que x, = 1 e que para 
todo natural p, Pp > 1, xp =X 2. Coma Indução Matemática, demonstre a 


validade da resposta. 
214) Estude a validade da desigualdade: 2” > nº. 


2.15) Desigualdade de Bernouili, Sendo a > —1 e n inteiro positivo prove que: 


(1+a)" >1+na 


2.16) Se ne N” demonstre que 10º — 1 é divisivel por 9. 
217) SeneN* demonstre que nº + 5n é divisível por 6. 


218) Se ne 8º demonstre que 227! 31º? + 1 é divisivel por 11. 
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Exercicios Suplementares 


1,1) 


12) 


1.3) 


1.4) 


1.5) 


1.5) 


173 


1.8) 


1.9) 


110) 


111) 


1.12) 


Os números reais a e b são positivos, m, n, p, re q são números inteiros 
Simplifique a expressão: 


rar 


Sejam a b. c x, y e z números reais positivos, dos quais a be e são 
inteiros. Demonslre que se b é média aritmetica entre a e c e y é média 
geométrica entre x e z então: 


oytzp=".y2 
(x—1) 43 

Calcule o valor da expressão y = > para: 
dx = x+41 

a) t=Duas b) ea mada 


Considere a expressão y= Vl + 1 be ty . Quais são as diferentes 


formas que ela pode assumir segundo os valores de x? 


Racionalize o denominador da fração 7 


1 
Y5 32º 


Gutt sta eu parax>0ha-Dexe a. 


se gi(x = x, rove que 
g(x) p q SE Pci 


As raizes da equação aC +bx+c=0Osãone A. Para ne fiº loma-se: 
DA - qr + pr 


Demonstre que a Soo tb Sa tc SM=0 


1 1 1 = 
Para neN*en z2 prove que: let teto > vn 
Ea in 
w “ w 


Demonstre que =|" + bo | z [at» +] para neN”. comae b positivos. 


Traçando n retas em um plano, não se pode dividilo em mais do que 2” 
“partes”. Demonstra 


Para todo nem N, n22, prove que: 
2º-132-1 4º —1 mê n+1 


2º 3º q Ep nº Zn 


Estude a validade da desigualdade: nº < 2". 
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Capitulo 3 — Sequências 

Capítulo 4 — Progressões aritméticas 
Capítulo 5 — Progressões harmônicas 
Capítulo 6 — Progressões geométricas 


Capitulo 


E 


Sequéncias 


3.1. INTRODUÇÃO 


Neste item apresentaremos de modo informal o conceito de sequência. Mais 
adiante definiremos sequência como sendo um tipo especial de função. 

É comum necessitarmos colocar “em uma certa ordem” os elementos de um 
conjunto. Com essa “ordenação” obtemos o que se denomina uma sucessão ou 
uma sequência. 

Por exemplo, os dias da semana poderiam ser ordenados assim: 


segunda-feira 1º dia 
terça-feira 2º dia 
quarta-feira 3º dia 
quinta-feira 4º dia 
sexta-feira 5º dia 
sabado 6º dia 
domingo 7º dia 


Embora uma sequência possa ser formada por elementos quaisquer, nc. 
livro vamos nos interessar apenas por sequências de numeros reais 


Exemplos 


a) Consideremos a sequência (10 -8; Je: o 5) 


b) 


3 
Podemos dizer que: 
primeiro termo é 10 
o segundo termo é -B 
o terceiro termo é J2 
o quarto termo é 5 


. E é 
o quinto termo é 3 


Repare que para representar a sequência, colocamos seus elementos 
entre parênteses 

A sequência (3; 7, 8) é diferente da sequência (8; 3; 7) pois, embora 
sejam formadas pelos mesmos elementos, eles estão em ordens 
diferentes. 

É usual representar o i-ésimo termo de uma sequência por a; (ou b, ou & 
etc). Assim: 

a: representa o primeiro termo 

az representa 0 segundo termo 

as representa o terceiro termo e assim por diante. 


Exemplo 


Na sequência (4,-2.7;0) temos: 
a=4,a=-2,a3= 1n,94=0 


Os exemplos que demos até agora são de sequências finitas, isto é, têm 
um número finito de termos. Mas podemos ter também sequências infinitas, isto €, 
sequências que têm número infinito de termos. 


Consideremos por exemplo, a sequência dos números naturais pares, 
ordenados em ordem crescente. 
(0;2;4;6;8,...) 
Esta é uma sequência infinita 


3.2. FUNÇÃO 


Vamos lembrar neste item o conceito de função. : 
Consideremos dos conjuntos não vazios A e B Uma função de A em B é 


um conjunto f de pares ordenados (x; y), com x e Ae y e B, satisfazendo a 
condição. 


| para cada elemento x e A existe um único y e Btalque (x; y) e f | 


Exemplos 


a) Sejam os conjuntos 
A=(2:3:5.7)eB=(8:9: 15:13:20; 70) 
Consideremos o seguinte conjunto de pares ordenados: 
f=((2. 9): (3; 15); (5; 20); (7, 70) 

Este conjunto pode ser representado por um diagrama de flechas, 
como vemos ao lado. O conjunto f é uma função de A em B, pois cada 
elemento de A está relacionado com um único elemento de B. No 
conjunto A não pode “sobrar” elemento sem correspondente em B, 


enquanto que em B pode “sobrar” elemento sem correspondente em A 
(no nosso exemplo “sobram” em B os números 8 e 13). 


Â B 
2 8 
9 

3 —+— 

» 15 
5 13 

> 20 
Tá 70 


b) Consideremos os conjuntos 
A=(3:6,8)eB=(7,4/11). 
Seja o conjunto 
f=((3, 11): (8; 4)). 
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O conjunto f não é uma função de A em B pois “sobra” no conjunto A o 
elemento 6 sem correspondente em B. 


A B 


ss 


c) Sendo A =(1,2,3)e B= (4; 8; 10) considere o seguinte conjunto q: 
g =((1, 4); (2; 4): (3; 10)) 
O conjunto g é uma função de À em B. O fato de haver dois elementos 


de A (os números 1 e 2) com o mesmo correspondente em B (o numero 
4) não contradiz a nossa definição. 


d) SendoA=(2,5,9eB=(8B,6;10; 12) consideremos o conjunto. 
h=((2:8): (5; 6): (5; 10): (9, 12)) 
O conjunto h não é uma função de A em B, pois há um elemento de A (o 
numero 5) que está em correspondência com dois elementos distintos de 
B (os números 6 e 10) e, de acordo com a definição de função, a cada 
elemento de A deve corresponder um único elemento de B 


Observações 


Consideremos uma função f de A em B. Temos: 
1º) o conjunto À é chamado de dominio de f, sendo representado por 
D(f) 
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2º) o conjunto B é chamado de contradominio de f, sendo indicado por 
CD(f) 
3º") se o par ordenado (x; y) pertence à função f dizemos que y é a imagem 
de x pela função f e escrevemos 
y = f(x) 


4") o conjunto de todos os elementos de B que são imagens de algum 
elemento de A é chamado conjunto-imagem de fe é indicado por: 


Hf) 


5") algumas notações usadas para dizer que f é uma função de A em B são: 


fA—SsB 


A—>B 


Exempio 


Consideremos os conjuntos A = (1,3;7;8)e B=(2:4;7;9;10;,12)esejaa 
função f de A em B. 


f=((1: 2): (3,7), (7; 10): (8: 12) 


A B 
1 e 

| 4 
3 aos 


O dominio defe D(f)=(1.3,7,8)=A 

O contradominio de fé CD(f) = (2;4;7:9:10,12)=B 
O conjunto-imagem de fé. If) = (2.7,10,12) 

Para dizermos que a imagem de 1 é 2 escrevemos: 


(1)=2 
Se quisermos dizer que a imagem de 3 é 7 escrevemos: 
(3) = 7 
3.3. SEQUÊNCIA FINITA 
Consideremos o conjunto E = (1; 2; 3: ..: k) também indicado por 


E = (neN| 12n2Kk). Chamamos de sequência finita qualquer função de E em 


a (E é o conjunto dos números reais e N é o conjunto dos números naturais). 


Exemplo 
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Consideremos q comunio E = (1,2: 3; 4) e a função f dada pelo diagrama de 


flechas: 
IR 
E N 

4 I = 7 
En ic 
3 RR 
IO RY 

tnN=7 

H2)=-6 

t3j= n 

t4p= 43 


Esta função é uma sequência finita, 
Podemos também usar a notação dada no item 3.1 e escrever 


h=7.b=-S.fh=m,te= 3 
Consideremos uma sequência f de domínio E = (1; 2: 3... kj Podemos 


representá-la por 


CG); 2), FEB o tt) 


ouentão por (1). 


n 


ou ainda por cd A 


onde fn é 0 termo geral 


que 


As imagens costumam ser chamadas de lermos da sequência e diremos 


H1) é q 1º termo 
fi2) Bo 2º termo 
(3) é o 3º termo 
etc. 


No lugar de f(1), 2), 3). .. podemos escrever h, fz, fa. 


Exempla 


Seja E=(1,2,3;4,5)e a função a de E em K dada por a(x) = dx 
E 
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ati)j=a4(1)=d 
a(2)=4(2)=8 
a(3) = 4(3)= 12 
a(4) = 4(4) = 16 
a(5) = 4(5) = 20 


Esta função é uma sequência Iinita que poderá ser represenlada por 
(4. 8, 12,146; 20) 
Podemos lambém escrever: 


a=á 
a2=4 
a, = 12 
as= 16 
as = 20 


Esta sequência lem 5 termos onda 


4 É o primeiro termo 
8 é o segundo termo 
12 é o terceiro lermo 
15 é o quarto termo 
20 é o quinto termo 


Consideramos a sequência 
(34; &2; Ay o, Agi o Apre. Bh) 
Onde ax, ape, de-2.. . ap São termos consecutivos. 
Em certos casos será útil, observar que, de a, até ap, O total de termos 
icontando com a, e ap) é igual a 


p= +1] (3.1) 


Exemplos 


6 termos 
b) 220: Azi 022) doa da 5=24-20+1 


Siermos 


3.4. MEIOS E EXTREMOS 


Consideremos a sequência finita 
(a, azia... Bn) 
Os termos a, e an são chamados extremos da sequência; os outros tarmos 


são chamados de meios 
Dois termos são equidistantes dos extremos quando o número de termos 
que antecedem um deles é igual ao número de termos que sucedem o outro. 
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Exemplo 
Consideremos a sequência 


(a,; e a,; à; As! dg; 8: Ag; 5) 
Es E | 


a, e a, são os extremos 

a, e a, são equidistantes dos extremos 
a, ea, são equidistantes dos extremos 
a, e as são equidistantes dos extremos 


Suponhamos que a, e ap sejam termos equidistantes dos extremos da 
sequência finita: 


(aj, az, dk... Ap: Bh) 
Então devemos ter (de acordo com a fórmula 3 1) 
k-1+1=n-p+1 
isto é, 
k+p=n+1 (3.2) 


Assim, no exemplo anterior, a, e a; são termos equidistantes dos extrem.vo 
aje as. Temosentão 3+7=1+9 


3.5. SEQUÊNCIA INFINITA 
Seja N* o conjunto dos números naturais diferentes de zero: 
Nº = (102 3: 5) 
Chamamos de sequência infinita qualquer função de N* em %. 
Exemplo 


Consideremos a função de N* em R dada por f(n) = 4n+3 


INº LN 


H)=4(1)+3=7 
H2)=4(2)+3=11 
H3)=4(3)+3= 15 
H4)=4(4)+3=19 


ao 


Esta é uma sequência Infinita que pode ser representada por 


(7,11, 15,197...) 


Dada uma sequência infinita É pademos representá-la por 


hi; fa: fã...) 


ou por 


hem 


ou simplesmente por: [t), onde h é o termo geral. 


3.6. RECORRENCIA 


Para delerminarmos uma sequência, além dos processos apresentados nos 
exemplos anienores, pademos usar o processo de recorrência. Tal processo 
consiste em dar o primeiro termo (ou os primeiros) e uma sentença aberta que 
perrruita calcular cada termo em função do anterior (ou dos anteriores). 


Exemplos 
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a) 


b 


nor 


c) 


Consideremos a sequência infinita talque a, = Se para todo n > 1 tem-se 
Ar = an4+3 
Vemos que cada termo a, da sequência é igual ao anterior ap-1 somado 
com 3 
a,=2,+3=5+3=A 
a,=8,+3=8+3=11 
aq=a,*3=11»3=14 


Portanto, a sequência pode ser representada por: 
(5:67 117147...) 

Consideremos a sequência fde dominio E=([1,2:3:4. 5: 6) tal quef, =3, 
= f e cada termo, a patir do lerceiro, é igual à soma das anteriores. 
Temos: 

=h+6=3+7=10 

g=h+h+h=3+7+10=20 

=h+6b+h+f,=3+7+10+20=40 

e=h+bskb+ti+thç=3+7+10+20+40 - 80 
Assim a sequência é (3, 7; 10; 20; 40. 80) 


Seja a sequência Infinita tal que: 


o 
a, =1 
dn = a 4+td.2 (MN>3) 


Yemos que cada termo dessa sequência (a partir do terceiro) é igual à 
soma dos dais anteriores; 


dy =B,+A,=1+1=2 
ara =2+1=3 
as=-B,ta,=3+2=-5 
Temos então (1,1,2:3,5, 8...) 
Esta sequência é chamada sequência de Fibonacci e tem imporiantes 
propriedades “Fibonacci' e o nome pelo qual ficou conhecido um importante 


matemático chamado Leonardo de Pisa, que viveu entre 1180 e 1f250 
aproximadamente. ('Fibonacei” significa filho de Bonaceio.) 


Exercicios Resolvidos 


3.1) Consideremos a sequência 
fans lEns4 
definida pelo diagrama abaixo: 


Esboce o gráfico dessa sequência. 


Solução 


Os pares ordenados que formam a sequência são: 
ET; —3) (2, 10), (3; 4), (4: 3) 
Representemos esses pares num sistema de coordenadas cartesianas. 


|: tan) 


o em nnledados À 


10 
9. 
B 
Tt 
Bl 
NE 
4 
E 
2 |. 
14 


LTr ro O Gas unas aaa 


ua sseusnenansasamefnanos e é 


a . 
= amena nasce ramaamaenananr duna an nay 


tn) 


Esiliseea o dia 
Bd)5=semcxmasio 


5a 


3.2) Escreva os 4 primeiros termos das sequências infinitas dadas por: 


n 
3) a 
b) an=(-1)" 
c) ba=(-1 
solução 
n 
s) RE 
1 f 
Ea 2 
PRE PDR SDS 
SR og ae) 
PR 
* de! 4 
ca 
TEST 
b) az (-1" 
apego 


eta = dat fe: fio) 


di (sa 
be s=-5 
eocrabado (pi-B4) 
ba = (17 57 = -s 
des ço3 


3.3) Escreva os 5 primeiros termos das sequências infinitas definidas por: 


la =4 
a) 4 
la,=201+2n (ne 2) 
b) fa,=-3 
la, =2a,,+4 nz 2) 
Ee 
c) jas=3 


dA = 2ã,.,+30,. in=3) 
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3.4) 


3.5) 


Solução 


a) asd an = an, + 2n 
ara=atalg)=4+4=8 
as=a2+2/3)=B+G= 14 
aca +2d)=14+8= 22 
a=a + 25)=22+10=32 

(4, 8, 14, 22, 32,...) 

[a,=-3 


El la, =29,1+4 


a =datã=2l-)+ãd=2 
as=Pard=2(-2)+4=0 
aa= PZard=z20)+d4=4 
as= 284+4=2(4)+4=12 
[= =27 0, 4: 12...) 
a, =2 
Cc) |8,=3 
a =29,1+384.2 
Br= 2Zaz+ Ja = 2(3)+92)= 12 
as = 2a) + da = 2112) +3(3) = 33 
as = Za, t+ Jas= 2(33) + 3(12) = 102 
(Sr Sa TDR) 


Seja a sequércia infinita cujo termo geral É 
an=an=-d 

determine: 

a) as 

D) ax+ 

C) dps 


Solução 

a) a =3(8)-4=24 -4=20 

D) aces Mk+1)-4=3k+3-4=3k-1 
Cc) ax-1=33kKk-1)-4=9kK-3-4=9K-7 


Dé os termos gerais das seguintes sequências: 


Leda Ss 8, RES = A 

a EE 6 e O (2:76 B' 10” 
bj (2;4,6;8;10;12;..3 Do ME SET. 
fi 2/3 À 

ci (2:48, 16; 32. Bd... — tem! e 
4 ) 9) 22 B' 16 


O (ER SD Aa) 


Y 


' a2' ... 
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3.5) 
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Solução 
cê n 
ad Ca 
bj) aq=2n 
Cc] an= 2º 
di an= 2n- 1 
éj à gen 
n 2n 
9 an=(2n-1 
n 


2 = — 
9) 2 


ent i 
) 


Considere a sequência infniia dada por 
E 1 
" (2n-Mi2n+1) 


a) Escreva os 4 promeiros termos dessa sequência. 
bj) Determine as conslanles ae b tais que, para todo ne Nº 
a b 


201º 2041 


& = 


c) Calcule o valor da soma 
af adp+.. tan 


Solução 
a] a, = pap ND - E = il. 
P (2-W2+1) (INB) 3 
1 1 El 


22 ass (MB) 15 
fã ER 
* (B-1XB+1) (EXP) 35 
a! 1 KA 


“E MB+D (MO 63 


Assim, a sequência é: 


bp ->— 1 ed, do atintn+ Menu, 
(2n-1)t2n+1) (201) (2041) 0 (Qn-1A2n+) 


2na+a+2nb-b (2Za+2b)h+(a-b) 
“Rn Qn-En+T 
Para todo ne Nº devemos ter então: 
4 = t2a + 2b)n + (ab) 
Pn-N2n+ 1) (2n—1X2n + 1) 


3.7) 


Assim: 


|2a +2b=0 
la-b=1 
Resalvando este sisterna obtemos a = 5 e b= -5 
Portanto, para todo neN* vala: 
4 al 
Ea a E 
(2n-WiZn+1) 2Zn-1 2n+1 
c) Queremos calçulara, + az +... + an, isto é: 
1 il 1 1 1 


73 35 5.7 7o'clta-n+ 


Usando o resultado do tem b, podemos escrever. 


(en-Dn+D 2Zn-1 2n+41 


A 


Adicionando membro a membro essas igualdades, vários termos vão se 
cançelar, e ficaremos com: 


1 1 4 1 
EAN q * > o pertia 
1.3 3.5 5.7 *tTn-dens Do 1 2n41 2n+ 1 2n+1 


Considere a sequência infinita definida por: 
an E n 
e seja (Dr) uma sequência dada por: 
bn = dr+1 sen an 
a) Escreva os 6 primeiros termos de (an). 


bj) Escreva os 5 primeiros termos de (Dn). 
c) Dê a fórmula do termo geral de (br) em função de n. 
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Solução 


al an= nº 

mm (Psi 

as = (2)=4 

aa = 5"=0 

as=4"=1B 

ag= 5" =25 

a=6" = 36 

taa)= (14,9; 16. 25: 36...) 


bi ba = an+s1— dn 


bi=zas-—- aa =26h-—-16=9 
bs=as-a5=36-25=11 
(ba) = [3,50 728: 11;..) 

sa E > IR 2. 
bi=ani—an=in+1N-n=n+2nt+rI-nC=2n+1 


E) 
bo = 2n+ 1 
3.8) Constderemos as sequências infinitas (an) & (bn) dadas por 
Ja, = 4n—1 
th, =2n 


e seja (C,) a sequência infinita dada por 
Cn = 9h, 


aj Escreva às B primeiros termos de (a,). 
bj) Escreva os 4 primeiros termos de (bn). 
Escreva os 4 primeiros termos de (c,). 


e) 
d) Dê e temo geral de (co) em função de n. 
Solução 
a) n= 4n- 1 
acsai)-1=3 
a=4(2)-1=7 
a= 4(3)-1=11 
a=4(4)-1=15 
as=d[5)-1=19 
as=4(8)-1=23 
ap= d(j-1=27 
ag=- 4(8)- 1=37 


(anj=(3,7,11,15,19; 23; 27,31...) 


bj Dn = Wn 


(e e 


Alma 


ms 
tu. 


50 


Cc) Cn = à, 
&=a,=8=7 
C> =p, = 84-15 
Cy-=a, =a,=25 
C=a,, =85=391 
(Cn) = (7, 15: 23; 315...) 


d) Ca = E Am 


n=án-1> as, =HK2n)-1=8n—1 


ASSIM: 
Cn=ans=ên-i 
E = Bn= 1 


3.9) Em um exemplo do item 3.6 mencionamos a sequência de Fibonacci, a 
qual é dada por: 


Ei 
a;=1 nz3 
a, = d.,+ 2 


Usando o método da Indução Matemática demonstre que para todo 
nenN*, temos: 


LES 


e == 


Le] 


Solução 


Teorema 1; Façamos, em primeiro lugar, a verificação paran=fen=2 


(128) (18) 14 VE 14.5 


E = 2 Bs 

1 J5 /5 Ra 
td (8) 1+245+5 1-245+5 

ae 2 2 Sa ESTA ca 

ds J5 a 


1,245 +5-1+2/5 -5 E 
RE CR E as 
J5 Ea “5 
Teorema 2: Vamos agora admitir que a fármula vala paran=ken=k+1e 
tentar demonstrar que isso implica no fato da fórmula ser verdadeira para 


=k+2. 
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Supondo então que a fórmula vale paran=ken=k+ 1, temos: 


[4] 
= 
lk 


J5 


Pela definição da seguência de Fibonacci temos 
dp+2 5 ko 4 + ak 


d 


a 2 2 U ê 
E J5 
[eps (E) (8, 


| V5 
É facil observar que 
3+5 [1445 
[2 Va? 8) 
ati" 
ê 2 
e portanto: 
e J5 — 


Assim concluímos que a fármula vale paran=k+ 2. 


Exercicios Propostos 


3.10) De os 5 primeiros termos das sequências infinitas dadas por: 


a) an=àn d) an= 2n 
b) aa=2n-1 2) a, =2n+6 
E Ta | 
=2n+1 = 
pd ú e A En+ 2 
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3.11) 


3.12) 


3.13) 


3.14) 


3.15) 


3.16) 


Dê os 6 primeiros termos das sequências infinitas dadas por: 


po 2 

a) + nz 

açoãa,.+2 
[2 = 1 


b) ia, =5 (n>3) 
a =, 4+28,.+ 
Cc) a=1+2+3+.+n 


Consideremos a sequência (an) dada por: 
3 
da = q" -—1 


Determine: 
a) as 

bl ap+s 
C) ax 


Seja a sequência de dominio E = (1; 2; 3; 4) dada por 
En = — ps 
Faça o gráfico dessa sequência. 


Consideremos a sequência (an) dada por aç= 2n+3 e seja iba) dada por 
Dn = 5an + Jane 
Dé o termo geral by em função de n. 


Considere as sequências (2h), (Dn) e (Cn) definidas por: 


a, = an+á 
by Edy 
e =D [e 


a) De a fórmula do termo geral de (bn) em função de n. 
b) Dê a fórmula do termo geral de (cn) em função de n, 


Uma sequência infinita tem termo geral dado por 
a = a 
"o n(n+1) 
a) Escreva os 4 primeiros termos da sequência. 
b) Determine as constantes ae b lais que, para lodo ne Nº 
do ae o 
ntn+) nn n+1 


c) Dê a fórmula da soma dos n primeiros termos dessa sequência, em 
função de n (sugestão: veja 0 problema 3.6) 
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3.17) Dê as fórmulas dos termos gerais das seguintes sequências. 
a) (4; 6, 8; 10; 12,0) 
b) (10, 12; 14; 16; 18; 20;...) 
E) (3; 9 779: 117) 
dy (9 11 122155127...) 


4'6'8'10") 
fr GASES Sd 
3.18) Consideremos as sequências (an) e (bn) dadas por 
fa, =3n+2 
[bn =2n-1 


e seja (Cn) a sequência dada por c, =b,, 


a) Dê a fórmula do termo geral de (cn) em função de n 
b) Escreva os 4 primeiros termos de (cn). 


3.7. SOMATÓRIO 


Em certos casos podemos abreviar a escrita de uma soma usando O 
simbolo Z (é a letra grega “sigma”, que corresponde à letra S do nosso alfabeto, 
sugerindo assim a palavra “soma”), que é chamado símbolo de somatório. A 
maneira de se usar esse simbolo será vista nos exemplos seguintes. 


Exemplos 


4 
a) Dia-atata ta, 
1.1 


7 


b) 


a, = as + ds + as + dg +a, 
13 


5 
c) Bb» fi=N)-+7(2)+7(3)+7(4)+7(5) 


1 


2 
d) > (4i-7)=[4(0)-7]+[4(0)-7]+[4(2)-7) 
1-0 


De modo geral, sendo k e n números naturais comk sn, o símbolo 


representa a soma: as t assi +... tan 


e lemos assim: 
“somatório dos a; com i variando de k a n”. 
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Os números k e n são chamacgos limites do somatório e é fãuúl verficar 
Lu) 
que o número de termos de a éigualan—k + 1. 
i=k 


Exemplo 


El 
Consideremos o somatária >a 
taZ 
Lemos assim; 
“somatório dos a; para i variando de 2 8 7”. 
Os limites do somalório são 2? e 7. Fazendo o desenvolvimento, 
E 
2a =a,+a,iã,tas+aç+a; 
in2 


observamos que há & termos, isto é o número de termos ET — 2 +41, 


Propriedades 


13.3) 
De falo. 
>' (a +b,) = fa+bij+(a, +b;)+.. +(a,+b,)= 
1m3 
=([an+a, +... +a)+(bo+bo+...+b,)= 
= a 15d 
Im4 i=1 
h) >.ca, = c> a (3.4) 
10] j=1 
De fato: 
a n 


» ca =ca+ca,+.. +ca,=c(a+a,+..+a =c> a, 


t=1 1=1 


Caso Especial 


Sendo a uma constante, temos: 


Lo 
Va =f'a 
1 


ja 


Bo 


Exemplos 


a) E a+a+a=- aa 
b) S(802)= 554 5 2=5S ia 3(2)= 


ta fm 1 1=1 
=5(1+2+3)+3(2)=5(5)+3(2) = 36 
3.8. PRODUTÓRIO 


Sejám k & n números nalurais comk =n. O simbolo 


[a 


representa o produto 


Exemoplos 


4 
a) [a =a,-a,-8,-B4 


1.1 


? 
D) I ja-aacascas caça 
le? 


O simbolo TI é chamada símbalo de produtório (Ml é a letra grega “pi 
maiúscula) 


Propriedades 


a) Titab) = Te 


[E 121 del ' 


(3.5) 


De fato 


Lo) 


1 (ab,) =(ab;)-(a;b;)...-jabo)= 


= (2,0, a,Hbb,..b,)= [ A; TI» 


i=1 dal 


(3.8) 


De tato: 
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| [es = (ca j(ca,)...(ca,) = 


Caso Especial 


Sendo c uma constante temos: 


Exemplo 


E 


E fe =C-c.cc=-c* 


t=1 


Exercicios Resolvidos 


3.19) Desenvolva os somatórios: 


a) 2h dj S(6i+2) 


a) > b=bo+b;+b, +b, +D 
sy 
b) Dia=ara+a 
j=1 
Rh 
od > (9)=9(3)+9(4)+9(5)+9(8) 
I=3 


d) S(6+2) = [6(0)+2]+(6(1)+ 2] +[5(2)+ 2]+[6(3) + 2) 


e) 352 pa (eee) E) eae) ez 


3.20) 


321) 


3.22) 
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Calcule: 


Solução 


a Hleder) [eee] fes ee) [ee] [e 
pi +2)+(-1+4)+H(T+HB)+4(—1 + 16)= 
=(3)+(3) +(9)+(15)=30 


3 2 (o) 2 « 6 
DA RR Sd TR GA UP a DO a PPT E E 
» 22) (2) +13) (2) (3) =tearérmam 
.64+16+4+1 85 
Ea 64 


Represente as expressões abaixo usando o simbolo de somatório: 
a) 2+4 +6+8+10 
b) 2+4+8+15+32+ 64 

i 1 1 


T—— 


e ERT: 
d) 1+3+5+7+9+11 


do 
4 


Solução 


a) > (2) 
+ 20) 
o) S(2-1) 


Desenvolva os produtários: 


a) Ta b) T (3) 


Solução 


E) 
a) [ Ja-acaasca;-ag-as 
154 


b) T6)=(3-9)(8-5)2-9)(3-7) 


Exercicios Propostos 


3.23) Desenvolva as somatórios: 
4 


3.24) Calcule: 


a) (2-8) 
b) DE) 2 


3.25) Desenvolva os produtórios: 


3.26) Represente as expressões abaixo usando os simbolos de semalário ou 
produtério: 
a) 4+8+12+16+20+ 24 
Db) 3+7+11+15 


5a 


* 


Capítulo 


Jal Progressões aritméticas 


4.1. DEFINIÇÃO 


, 

Chamamos de progressão aritmética (PA) qualquer sequência onde caad 

termo, a partir do segundo, é igual ao anterior somado com uma constante 
denominada razão da progressão. Em outras palavras: 


Uma progressão aritmética de razão r, é uma sequência tal que: 


anT ana tr(n>1) 


Exemplos 


a) Consideremos a sequência (3; 5; 7; 9, 11). Vemos que cada termo, a 
partir do segundo, é igual ao anterior somado com 2. Dizemos então que 
a sequência é uma progressão aritmética de razão r= 2. 

b) A sequência (2; 7, 12; 17; 22; 27) é uma progressão aritmética de razão 
igual a 5. 

c) A sequência (20,17; 14,11,8;,5;2:-1) é uma PA de razão r = —3. 

d) A sequência (5; 5: 5, 5: 5) é uma PA de razão r= 0. 


À 4 z a 
e) A sequência ei s 2; Lo E 3) é uma PÃ de razão r = 
LI 3 33 3 
f) Consideremos a PA infinita dada por: 


(a, =4 
la, =8,.17 2 
A razão dessa PA é r = -2 e seus primeiros termos estão representados 
abaixo: 
(4:2,0;-2; 4; -6:...) 
4.2. SEQUÊNCIAS CRESCENTES E DECRESCENTES 


Consideremos a sequência E de dominio E, Dizemos que: 


1º) a sequência é crescente se, e somente se, para todo n e E (com n> 1) 


tem-se: 
3n > dn-1 
2º) a sequência é decrescente se, e somente se. para todo ne É (com n > 1) 
tem-se: 
an < dn-1 


Fá 


3º) a sequência é estacionária se, e somenle se, para todo n e E (comn> 


ltem-sa: 
an = ap - 1 


Exemplos 


a) a sequência (2, 7, 20, 42, 70) E crescente 

b) a sequência (18; 14; 12, 3; —; -20) é decrescente 

c) a sequência (B: 6: 8: 8, 8) é estacionária 

dj a sequência (4, 6; 17, 20; 19; 18; 2) não é crescente, nem decrescente, 


nem estacionaria. 


4.3. PROPRIEDADES 


Consideremos a progressão arilmética (ale E de domínio E e razão r. 
Valem as propriedades: 


1º) |A PA é crescente > (>0 


De falo: 
APAécrescente >a,>a,.4Sa,.4tr>a et >0 


2» [A PA é decrescente o 1 <0| 


A verificação desta propriedade é análoga à verificação da 1º. 
IN |A PA é estacionária & Fr = 0 
A verificação desta propriedade também & análoga à verificação da 1º, 


4.4, FÓRMULA DO TERMO GERAL 


Consideremos a PÁ de razão r: 


(aj Bo; ds... : ani...) 
Temos: 
M=a,+r 
= + Lembrando da fórmula 3:1 
x e sé do capítulo 3, 0 nú d 
o capitulo 3, o numero de 
[5] = E. +T 
= igualdade ao lado é: 


n=241=n>4 


d =p. +F 


Somando membro a membro essas n — 1 igualdades teremos: 


a, =aj+L+r+r+ Ar 
tn-Ni parcelas 


ag=ar(n—1)r (4.1) 


fz 


Exemplos 


a) Podemos então escrever 


a=aç+r 
Ba +Pfr 
g:=a, + dr 


ao = a + ig 
agr = 84 + 36r 


b) É importante observar que se a = ay +rentãor= a, - ana. isto é para 
obtermos a razão de uma PÃ, basta fazermos a diferença entre um termo 
qualguer (a partir do 2º) e o anterior Assim, na PA (5; 12: 19. 26 33) & 
razão 1 pode ser obtida do seguinte modo: 

r=12-5=7Tour=190-12=7 


ec) Determinemos o 8º temo da seguinte PA: (1,3: 5...) 
fa, =1 aç=a+(n-tr 
(r =2 ag=a,+?r=1+7(2)=15 
Tomernos novamente a PA de razão r 


(31: 22; .. A, es Amo =) 


Podemos escrever 


O total de igualdades ao lado é: 
n—(Kk +1)+1 

ou n=-K=-1+1 
ou:n-k 


Somando membro a membro essas n - k igualdades. leremos: 


a Sa +i+r+r=+r 
ink) parcelas 


ag=act(n-k)r]| (4.2) 


A fôrmuta 4.1 é um caso particular da fórmula d.2. 


Exemplos 


aj Fodemos escrever: 
az = as+(20-Ir= ag+17r 
Bug = as + 35r 


bj) Consideremos uma PA em que az = -Ser=c 4e calculemos ass. 
aqs= 27 + 8Br=(-90)+8(4)=-9+ 32=23 


Tã 


& fórmula 4.2 foi estabelecida para n > k, mas é fácil perceber que ela vale 
também para n 5 k. Assim, por exemplo, podemos escrever: 


as=ast+t(5-Bjr=ag-dr 
as= azo + [(3- 20y = am-— 1? 
ar = 839 — 25 


Considerando a fórmula 4.1 jemos: 
An=mtin—ir=a+n—f 


ou fia 
an ir En + “ar - E 


v , 
conslante constante 


Portanto, qualquer sequência onde o termo geral é dado por uma Expressão 


do tipo” 
aa 


onde à e B são constanles, é uma PA de razão iguala À, 


Exemplos 
a) A sequência Cujo termo geral é a = 7n - B é uma PA de razão iguala 7 
(portanto é uma PA crescente). 


b] A sequência cujo termo geral é a, =-M +5 é uma PA de razão igual a 


-3 (portanto é uma FA decrescente). 

Cc) À sequência Cujo termo geral & a, = 9 é uma PA de razão igual a zero 
(P& eslacionaria). Poderiamos também escrever: an = On + 9. Supondo 
que seja uma PA infinila teremos: 

(9 Bo G.) 


Exercícios Resolvidos 


4.1) Determine o oitavo termo de uma PA onde as = Be a; = 30 


Solução 


De acordo com a férnmula 4.2 temos: 
da = às + 12r 

30 = 6 + 12r 

12r = 24 

T=2 

Assim ag=ast3r=6+3/2)= 12 


42) Seja a PA de dominio E = (1, 2; 32; 4) cujo termo geral é a, = 2n-—1 
a) qual & a razão dessa PA? 


b) quais são os termos dessa PA? 
e) faça o gráfico de an em função de n. 


7á 


Solução 


a) a=2n-1>5>r=2 

b) a=2(1)-1=1 
a=2(2)-1=3 
as=2(3)-1=5 
aa=2(4)-1=7 


Os pares ordenados que deverão formar o gráfico são 
(1,1), (2:33). (3,5), (4: 7). 

isto é, apenas 4 pares e, portanto, o nosso gráfico tem apenas 4 pontos 
que são os assinalados no nosso desenho (esses pontos não devem ser 
“ligados”). Observamos que os 4 pontos estão sobre uma mesma reta to 
que não é de estranhar pois, como sabemos, quando temos uma função 
fde Rem R, do tipo: 

f(x) = Ax + B 
onde A e B são constantes, o gráfico é uma reta que corta o eixo vertical 
no ponto de ordenada B. Como uma PA apresenta sempre termo geral 
do tipo 

an=An+B 
o gráfico de uma PA será um conjunto de pontos alinhados. 


o 


a.3) 


4.4) 


4.5) 
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Consideremos a PA (-5;-1,3,..) 
a) delermine à posição do número 103 nessa PA 
D) verifique se q numero 8726 é um dos termos da PA. 


solução 

a) r=(-1)-(-5)=-1+5=4 
ans a +in=- 1 

103 =-5 + n-— 1)(4) 
Resolvendo esta equação obtemos n = 28 e, assim, o número 103 é o 
28º termo da PA 

Suponhamos que exista um número natural n tal que: 

an= 8 726 

anFat+(n- tr 

B726=-5+(n-1X4) 

Porém, resolvendo esta equação, obtemos n = 


b) 


e rs que não é número 


natural 
Portanto, 8 726 não é termo dessa PA. 


Numa PA temos a= 1 eBa;=2f Determiinea er 


Solução 


d= at ar 
VMl=a+Z 
a= a + Hr 
27 =-aj+6&r 


Ê a+er=11 
Temos então o sistema: 
a,+6r=2? 
Resolvendo-c, obtemos a=3Jer=4 
Numa PA lemos az + as = ld e as + ag= 23 Escreva os quatro primeiros 
termos da progressão 


Solução 
'Bs=a,+4T as+ã, =1d 
a ; é E a, +aç = 23 
a.= + a+r+a,+3r=14 
aq+2r+a,+5r=23 
a,=2,+2 2a;+dr= 14 
2a, +7r=23 (ll) 
aç=a,+5r a +er=f tl) 
Temos então o sistema formado pelas equações (|) e (II): 
fa +2r=7 
[2a, + 7r = 25 
Resolvendo-o. oblemos a, = jer=3 Assim a progressão é: 


(11 47 7,107...) 


4.5) 


4.7) 


4.8) 


Determine o número de termos n de uma PA finita na qual O prmeiro termo 
él,oultimoé 17earazãocér=n-i. 


Solução 
ana tin— Tr 
17=1+tn-1Wn=1) 
(n=17=16 
dps) ee ns 
|n-=1=-4 <> n=-3 (não serve pois n deve ser natural) 


Assim n=5 


Numa PA de razão r=—3, 0 17º termo é iqual a 20% do fº termo. Escreva 
os 4 primeiros termos da PA. 


Solução 
RE E 20 1 a 
a;; é igual a 20% de a, Isto é, a, = 90º = 5 = = 


Sabemos que a; = à, + 1&r 
Assim: e | =a,+18(-3) 
“J 
Resolvendo esta equação obtemos a, = 60 
Assima FA é& (60. 57; 54,51...) 


interpole 4 meios arilméticos entre —3 e 22. 


Solução 


Inferpolar d meios ariméticos entre -à e 22 significa que devemos achar 4 
números que “colocados” enjre —3 e 22 deverão formar uma PA, onde o 
primeiro termo é -3 e o último é 22. Teremos, porianto. um total de 5 
termos. 


a 4 Es 2a as as ag 
[CJ)JLILITI 
4 meios 
ag =8,+5r 
e2=-3+5r 

&r=25 
r=5 


Portanto, a PA E: 
(Escova trio 
eos4meiossãa: 2, ?, 12 e 17. 
Devemos observar que podemos usar a palavra “inserir” no lugar da palavra 
“interpolar”. 


ff 


4.9) 


4.10) 


4.11) 


8 


Numa PA de razão r=—5, a razão entre o 21º termo e O 1º termo é igual à 


E . Escreva os à primeiros termos da PA. 


Solução 


Dizer que a razãc entre o 21º termo e o 1º termo e igual à significa que 


ento 


Er 


a 3 


Podemos, então, escrever: à, = sã 
Mas' az = à, + 20r 
a 
Assim: =a,+20(-6) 
Resolvendo esta equação, oblemos a, = 300. Assim a PA é: 
(300, 294; 285:...) 


: , 4 1 
Qual é o primeiro termo negativo da PA [ = e 
Solução 
ERES A a: 
“20 5 20 2 

4, =3 =3 4 3 

aç=a,-(n-1) Stone soneto 

3. 48 
a 
Assim 
a<i o -551+59<0 o > 


Como 2 = 6,3 e n deve ser natural, concluirnos que. 
a:0osonaTtr 

Portanto. o 1º termo negativo é ay: 

EE E SR 

20)" 5 107 10 


ay = 3,46» 5 +6(- d sá 


Uma função f da dominio K é dada por: 
jfto) -5 


|r(n=1)= 
Calcule 60) 


at(nj+3 
= 


4.12) 


4.13 


Solução 


af 3 
Temos: f(n+1]= fi =f(n +35 
Esta relação de recorrência define uma PA de razãor = 5 . tal que: 
f(0) = a, = E 
F(1) — da, 
f 
f(2)=a, a =2,+60r=5+60[7]=5+45=50 
(80) = as; 


Consideremos a PA de termo geral an e razão r. Sendo k um número rem 
não nulo, consideremos a sequênçia de termo geral b, tal que 


ba = dd x dn 
Mostre que (b,) é uma PÃ e calcule sua razão. 


Solução 


Sendo (an) uma PA de razão r podemos escrever (de acordo com a fórmula d.s, 
BaSrm+oe 
aonde c é uma constante. Assim: 
bn=kan=kiin+c)=krn+ke 


Como kr e kc são constantes, ainda de acordo com a fórmula d.3 
concluímos que (bn) é uma PA cuja razão é iguala k -r 


a) Considere as sequências (an) E (bn) definidas por. 
an=Iin-Zeb,=ên 
Consideremos ainda a sequência (€,) definida por: 


Cn = E, 
Mostre que (cn) É uma PA e calcule sua razão. 
Solução 
Gn = à IR 

= dom 
b,=2n [ 


a, =3n-2= a, =3(2n)-2=6n-2 
âssim: En = aan = bn—2 


De acordo com a fórmula 4.3 concluimos que ten) É uma PA de razão igual a 6. 


b) Sendo (an) e (bs) sequências definidas por: 
En E nfeb,=an.1— Ba 
Mostre que (bn) é uma PA e calcule sua razão. 
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4.14) 


4.15) 


80 


Solução 

En= Mm = ane tn+ 1 

by=2n+-1-2n5=(n +1P-orien+2n+1-n"=2n+1 

Se by =2n + 1, de acordo com a féórmuia 4.3 concluimos que (br) é uma PA 


de razão iguala 2. 
(an) = (1, 4,9: 16: 25. 36: 487...) 
(bn) = (3,57; 9% 11...) 


Um capilal de R5 200,00 foi colocado a juros simples de 3% ao més. Qual o 
montante após 47? meses? 


Solução 

O montante é a soma do capital com os juros. 
ER é 

3% de 200 = 100 200 = 6 


Assim, a cada mês o montante é acrescido de R& 6,00 e podemos afirmar 
então que os montantes formam uma PA de razão 6 (em reais). Sendo à O 


montante após o 1º mês temos: 
a, = 200 + 6 = 206 


e portanto, o montanle após 47 meses será. 
dar = 34 + 46r = 205 + 466) = 452 
Temos, então, que após d7 meses, o montante será igual a R$ 482,00. 


Sabendo que os números 12, 32 e 40 são termos de uma PA crescente, 


delermine os possiveis valores da razão r, 
Solução 
(ui Teias SD it Dao) 

[32 =124xr 
Podemos escrever | 

(40 =12+yr 


onde x e y são números naturais não nulos (com y > x) 

[32 =12+xr> x0=20 (D 

(40 =12+yr c>yr=28 (ll 

Como obviamente r = Q, podemos dividir membro a membro as equações (|) 
e (II) obtendo. 


Ea ; ; à 
Como a fração q E rrecutivel e os números x e y são naturais (não nulos) 


o menor valor possível para x é 5 e o menor valor possivel para y & 7. Mas: 
10 15 20 25. 
14 21 28 35 


Isto é, para 5 basta que x=5key=7/k onde ke N* 


4.15) 


x = Sk | 


+Bkr = 20 

xr = 20] 
20 4 
aonde: r = Si = E 


, E E 4 Ê 
Portanto, os valores possiveis para a razão r são da forma r=-—, onde k é 
K 
um número natura) qualquer não nulo. 


Cada uma das progressões antméticas a seguir tem 80 termos: 

(aa) = (9: 13...) 

(Dn) (10, 137...) 

Quantos números são ao mesma tempo termas das duas progressões? 


Solução 
amo = D+ 79(4) = 325 tan) =(5: 13'..., 325) 
bag = 10 + 79(3) = 247 (ba) = (10, 13....: 247) 


à razão de (an) É 4 e a razão de (bj) € 3. isto & os termos de (ar) vão 
crescendo de 4 em 4 e os termos de (b,) vão crescendo ce 3em 3 O 
minimo múltiplo comum de 4 e 3 é igual a 12 é, ponanto, a “coincidência” se 
dá de 12 em 12. 
+12 +12 
> asiaticas aa 
a A E 
(an) = (8; (13); 17:21: (25): 29:33; (37); 41: ...: 325) 


(bn) = (10; (3: 16; 19; 22: (25) :28; 31: 34; (37) 40... 247) 

o NA 4 dá 

+12 +12 

Poranto, os termos coincidentes formam uma PA de razão qual a 12. e 
primeiro termo igual a 13 Representando por « q termo geral dessa 
progressão temos: 
fe =13 
[Gn =13+(n-1)12=13+12n-12=120n+1 


Sendo 325 o último termo de (an) e 247 o último termo de (bs), q último 
termo de (ca) não pode superar 247. 

E & 247 

t2n+1 5 247 


Mas = 20, 5 e como n é natural, temos: n « 20 
Assim, o maior valor possivel para n é 20 e, portanto, o último termo de (cn) é: 
Co Ec + 19(12)4=13+ 19/12) = 241 
Temos, então, que o número de termos coincidentes é 26 e a FA dos termos 
coincidentes &; 
(1525097 = DANS 
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4.17) 


4.18) 


82 


Quantos múltiplos de 7 há entre 12 e 864? 
Solução 


Depois de 12. o primeiro múltiplo de 7 é 14. Efetuando a divisão euclidiana 
de 864 por 7 temos: 


8684 | 7 

SER 864 — 3 = 861 
16 123 
24 


Portanto, 861 é o ultimo múltiplo de 7 antes de 864. Temos, então, uma PA 
finita de razão 7, primeiro termo 14 e último termo 861: 
(14, 21, 28... ; 861) 


an=as+(n- 1) 
861=14+(n-1)X7) 


Resolvendo esta equação obtemos n = 122. 


Verifique se os números dB; 3 e J8 podem ser termos de uma PA. 
Solução 


É obvio que esses números não podem ser termos consecutivos de uma PA 
pois /3 —- (2 = JB - 3. 

Vamos verificar, então, se eles podem ser termos não consecutivos de uma 
PA 


Supondo que essa PA (se existir) seja crescente e de razão r(r = 0) temos: 


[ué JAR e JB;...) 


[V3 = 2 +xr a 
(E po com x e y naturais não nulos 
| vB =v2+yr 
Portanto dE v3 E, J2 (1) 
ly=48-V2 (1) 


Dividindo membro a membro (Il) por (i), temos: 
yo sB-vZ (18 -V2)(V+ 2) are ng S6-2, 
x 3-2 (V3-J2)(V3 +42) 3-2 


a MAG L4-JE-? 


] sob -Jbs0= 6 +? 


Portanto. deveríamos ter + o: 


Mas acontece que Z é um número racional (pois y e x são naturais não 


nulos) e /6 +2 é um número irracional. Assim, concluímos que não é 


possivel do: Rc] e J8 serem termos de uma mesma PA. 


Exercicios Propostos 


4.19) 


4.20) 
4.21) 


4.22) 


4.23) 


4.24) 


4.25) 


4.26) 


4.27) 
4 28) 
4.29) 


4.30) 


4.31) 


Determine: 
a) o 15º termo da PA (3, -1...,) 


bj) 020º termo da ea [ s n 


c] o 390º termo da PA (15 g:-) 
d) o 10º temo da PA (d;2+342:..) 
Numa PA tem-se a, = 13 e ag = 21. Delermine a, e a razão 


Numa PA tem-se a, = 3-1e Dt 19/3 +35. Determine as; 


Determine o número de termos n de uma PA na qual O primero termo é 
iquala 14,0 Último termo é 21 earazãor=n, 


- Qual a razão da PA? 


Uma PA tem termo geral dado por a, = cê 


Numa PA de n termos e razão r temos a, = -—+ a, -Í ern=1 Caloleren. 


Numa PA temos aà=-1 e 37= -. Calcule à razão. 


-|-s 


j k-5 
Determine o número ktal que a, = e 


Numa PA temos a,=2Zer= -5 
Numa PA, as = 23 e az = —dO0. Calcule o primeiro termo negativo. 
Numa PA temos ap=qea4,=p, comp = q. Determine ae ãp-q 
Quantos múltiplos de 4 há entre 10 e 8 5399 


Considere a PA (an) de razão re a sequência (bn) dada por: 


by, = ai.1 —aR 


Mostre que (b,)] é uma FÃ e calçule sua razão. 


Sendo (an) uma PA de termos positivos e de razão 1 = O, demanstre que. 


1 1 1 n-—1 
a) == +—>———== +... + — Eq Tr 
RE ii KER Ja Ei jas Van + Ja, Va id Jar 
1 1 | 1 : n-1 
a! dy do - dz ds ici a, 1d dd, 
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4 32) 


4.33) 


4.34) 


4.35) 


4.36) 


4 37) 


4.38) 


4 39) 


40 


ad 


40) 


4.42) 


4.43) 


Bd 


Consideremos as sequências (an) e (bn) dadas por: 
ag=ân+iebr=2n+1 

a) escreva os 5 primeiros termos de (an); 

bj escreva os 5 primeiros termos de (b,); 


mostre que (a) é uma PA e calcule a sua razão, 


d) escreva os 4 primeiros lermos de (a, ). 


Sabendo que os números 13, 31 e 43 são termos de uma PA crescente, 
calcule os possiveis valores da razão tr. 


Cada uma das progressões arilméticas a seguir tem 100 termos: 


(4; B....) (3: 85...) 
Quantos termos em comum elas têm? 


Considere a PA (an) aonde a, -s ea, E Calcule ap+ q SUpondo Pp * O. 


Na PA (an) temos aç= Aca,= B Calcule ap. q supondo p * q 


Inigrpole 133 meios animéticos entre ú e Ee 


3 


Inserir entre 1 e 37 n meios arilméticos de modo que a razão entre o 7º e 0 


(in — 1º meio seja igual a E 


Quantos meios arilméticos devemos inserir entre 5 e 200 de modo que a 
razão F seja menor que 3? 


Considere a progressão aritmética: 


[n2-3 n242. ; o 
| no n a! 


determine o termo de ordem n. 


|f(-B)=10 
Considere a lunção É à — = dada por - 

(tin+D)=t(n)-5 
onde A = (-8. -?: -5, -5. 3. Determine 100). 


Consideremos a PA (aj; 82... an; ..) de razão r. Usando o principio de 


indução matemática. demonstre que para iodo n pertencente ao domínio 
temos: 
anF a tin 


Sendo E = (1,2,3,4,5) considere a PA (anhes dada por aa= -2n + B. 
Esboce o gráfico de an em função de n. 


4.5. MÉDIA ARITMETICA 


Consideremos n números x, X2,... Xn À média aritmética deles é por 
definição o numero ma calculado do seguinte modo: 


(4.4) 


Exemplos 


a) À média aritmética dos números 4,5 e 17 é: 
4+.5+17 5 25 

Ke) 3 
bj A média aritmética dos números 7 e —d é: 


(7)+(-4) 


3 
m=[[+ “2 > 
z 2 Ê 


Ma = 


4.6, PROPRIEDADES 


Sejama, be c três termos consecutivos de uma PA de razão r 


feras EEE) 
b=a+r 
Temos: | iá 
b=S-tr 
Somando membro a membra estas duas igualdades temos: 
2b=a+€ 
2. a+e 
2 


isto é: 


Dados três termos consecutivos de uma PA, o do meio é média 


aritmética dos quiros dois. 


Exemplo 


Consideremos o seguinte problema: 

“Determine o valor de x de modo que x— 3, 3x — 7 e x — 5 sejam termos 
consecutivos de uma PA.” 
[x-3)+(x-5) 


Devemos ter então: 3x — 7 = a 


Resolvendo esta equação obtemos x = Ea 


as 


4.7. REPRESENTAÇÕES ESPECIAIS 

É muito frequente aparecerem problemas de PA com poucos termos. Nestes 
casos pode ser útil usar representações especiais. Vamos considerar dois casos. 
número impar de termos e número par de termos 


a) número impar de termos 


Se forem três lermos podemos representa-los por: 
XX, X+F 


onde rá a razão. 
Se forem cinco termos podemos representáã-los por. 
Xx-PLX=X XE X+2r 


b) número par de termos 


Se forem 4 termos podemos representá-los por: 
x—> By xy, Xx+Hty x + dy 


onde a razão é r= 2y 


Se forem E termos: 
x-Spx-Sp x yXHy Xe x+ 5Sy 


Exemplo 
Determine três números em PA tais que sua soma seja 18 e o lerceiro a 


metade do primeiro, 


Solução 
Itx-c)+(x)+(x+r)=18 
ida 
+ ud 


(x-rj+x-(x+r]=18 ]x=180xe6 


x =[ 
2 
6-r 
2 


X+T = 


B+rtr= 


=--2 
à Pã é enlão: (8; 6; 4) 


Observa que a utilização das representações especiais é particularmente 
interessanle, quando se conhece a soma dos termos da PA. 


Exercicios Resolvidos 


4.44) Determine as médias aritméticas dos seguintes números: 


e: 
a) “qºg 
b) Se 17 


Bo 


4.45) 


4.46) 


4.47) 


Solução 


4,248 127 
3 Bo 2d 127 
am TER ant 
-94517 8 
b) Ma = 2 a ni 


Determine o valor de x de modo que os números 1,2 + xe 6 - x sejam 
termos consecutivos de uma PA. 


Solução 
O termo central deve ser média aritmética dos outros dois: 
1+(6-x) 
Zsx=—" + 
ii Z 


Resolvendo esta equação obtemos x = 1. 


Determine as medidas dos lados de um triângulo retângulo de perimetro su, 
sabendo-se que as medidas dos lados estão em PA. 


Solução 
x+r 

(x-n)+(M)+(x+r)=36 X-—r 
Ix = 36 
x= 12 

Rr é Aa 2 é 
Pelo teorema de Pitágoras: (x + 1) =(x-r) + 
Substituindo x por 12: (12 + 2 =(12-1)º + 12? 
Resolvendo esta equação obtemos r= 3. Assim, x-r=9ex+r=15. 
Portanto, os lados do triângulo medem 9, 12 e 15. 


A soma de 4 números em PA é 96 e o terceiro é o dobro do segundo. 
Determine a PA. 


Solução 
Sejamx-3y, x-y, xtyex+ 3y os números. 
(x —3y) + (x—y) + (x + y) + (x + 3y) = 96 


4x = 96 

x = 24 

Temos também: 
x+y=2x—y) 


24+y=2(24-—-y) 

Resolvendo a equação obtemos y = 8. 
x-3y=24-3(8)=0 
x-y=24-8=16 
x+y=24+8=32 
x+3y = 24 + 38) = 48 

A PA é (0; 16; 32; 48) 
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4 48) 


4.49) 
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Os três termos de uma sequência são proporcionais aos números 3,5 e 9, 
Somando d ap termo do meio, a nova sequência é uma PA. Determine a 


sequência inicial. 
Solução 
Seja (x, y; 7) à sequência, x, y E 2 são proporcionais aos números 3, 5 e B, 


isto É 


|x = 3k 
e portanto | y=5k 
z=8k 
Podemos, então, representar a sequência por: 
(3k; Bk; 9k) 
Somando 4 ao termo do meio a nova sequência é: 
(3k; 5k + 4; Sk) 
Sendo ela uma PA, temos: 
3k + 9k 
2 
Resolvendo esta equação obtemos k = 4 e, poranto:x= 12,y = 20e 7 = 36. 
A sequência original é assim: (12; 20; 36). 


Sk+ dz 


Determine uma PA de três termos cuja soma & 9 e cujo produto é igual a 15. 


Solução 
x-n+ixjtie+)=9 
ax = 8 

x=3 

x-rntx ix+rm= 15 
(3-)(M(3+)=15 


P=4 

f= +? 
RR 

Parar=2 |x=3 eaPãé(1,3;5) 
pe 
hi 

Parar=-2 |x=3 eaPAé(5,3, 1) 
pa 


Exercicios Prapostos 


4.50) 


451) 


4,52) 


4.59) 


4.54) 


4.55) 


4.56) 


4.57) 


Delermine uma PA de três termos cuja soma é 15 e a soma de seus 
SJ 


inversos à —. 
40 


Determine o valor de x de modo que x—- 1, 2x— 4 e é -d4x- 1 sejam termos 
consecutivos de uma PA. 


à soma dos 4 termos de uma PA é igual a 8 e o produto do primeiro pelo 
último é igual a —140. Determine a PA. 


Numa PA crescente de 3 termos, a soma dos termos é 21 e o produto é 
— 105. Determine a PA. 


Num triângulo retângulo as medidas dos lados estão em PA. Mostre que 
essas medidas são proporcionais aos números 3,4 € 5. 


Os três termos de uma sequência são proporcionais aos números 2,5 e 7. 
Subtraindo 4 do termo do meio, os números passam a formar uma FPA. 
Determine a sequência original. 


Os números a, b e c formam uma PA (nessa ordem). Mostre que a 
sequência 

(abc; ab?c; abc?) 
também é uma PA, 


A soma dos 4 termos de uma PÃ é igual a 2 e a soma de seus quadrados é 
igual a 46. Determine a PA, 


4.8. PROPRIEDADES 


isto é, 


a) Consideremos a PA finita de razão r 


(31 82... ; dp... Ag. On) 
onde a, e aq São equidistantes dos extremos. Como já vimos, ten, 
p+tq=n+1 
isto é, 
E a ad 


a =a,+ p— tr 

Temos também: | E na ) 

ER =a,+(n-aJr 

Subtraindo membro a membro essas duas igualdades temas: 


a, -2,= 2-2, + (gr - (nojr 


dn +99 =8,+8, 


À soma de dois termos equidistantes dos extremos (4.6) 
é igual à soma dos extremos. 


B9 


b) Sejam ap. aq, a e ay termos quaisquer de uma PA de razão 1 * O. Então. 


am 


De fato: 
[ap =a+(p=1j a =a,+(t-1r 
la, =a+(q-1r (a = *(U-1)r 


far + as = 2a,;+(p-1)r+(g-=2a,-20+(p+ajr 
Ex +as=2a, +[(t-Wr+(u-l)r=2a,-2r+(t+u)r 


ap +aç=a,+a, o ad cm +(p+ar=24,—-2 +(t+ujro 
e (pra)/=(t+u)/esp+q=t+u 
se r=Q vale, obviamente, à implicação 


p+qg=l+u => ap+tag=a+ay 


mas. não vale a implicação 
aptagzata > p+rgst+u 
ce; Consideremos uma PA finita com um número ímpar de temos cujo 
termo central é ap: 

tau: BI... dp pride An) 

Nesle caso, ap 1 € ap+, SãO equidistantes das extremos e, portanlo, 
pi * pm d+ In 
Ip ta 


1 a+a E ' 
Mas, sabemos que: a, = 3 ir e, poranto: a, = E Isto é: 


Dada uma PA com número impar de temos, o termo central é média 
aritmética dos extremos e, portanto, é também média aritmética de 


(4.8) 


qualquer par de temos equidistantes dos exlremos, 


4.9. SOMA DOS TERMOS 
Vamos deduzir uma fórmula que permita calcular a soma dos n primeiros 
termos de uma PA, Representando por 8, essa soma temos: 
Sn tataz+t...tanz+t an + a (1) 


ou também Sn = antanitars+. +taastar+a () 
Sumando membro a membro as igualdades (l) e (II) temos: 


2S,=(a tan)+(a2 +ag)+(as+ana)+ ta, o +ra;)+(anqta)+(a, +a,) 


n parêniases 
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Noie que dentro de cada parênteses está a soma de dois termos 
equidistantes dos extremos ou a própria soma dos extremos (se n for impar, num 
dos parênteses leremos ap + à, onde a, é o termo central entre a, € an). Portanto, 
as expressões entre parênteses são todas Iguais a 2, + a: 


28&nº nla,; + an) 


RCE 


8, E (4.9) 


Fodemos escrever também do seguinte modo: 


Exercícios Resolvidos 


4.58) Numa PA de 23 termos, as & ap são equidistantes dos extremos. Determine p. 


Solução 


Devemos ter5 + p=1+23e, portanto p= 19. 
4.59) Numa PA tem-se as + ay = 60. Calcule q valor de ag + 277. 


Solução 


5+3M0=-5+2? => as+ ag as + 32 = 60. 


4 60) Calcule a soma dos 20 primeiros termos da PA. 


[34 Tica) 

Solução 

a 8o =8,+191=3+19(4)=75 
1= 

s,- (avtan)n 

e - Jaj+80)20 (3+79)20 o 


2 2 
4.61) Calcule a soma dos 30 primeiros termos de uma PA em que &7 + aza = 400. 
Solução 


5 (a,+a,9)30 
2 
Porém: a, + aso= 2; + as E, assim: 


Sao = 1S(a: + ao) = 15(az + 224) = 15(400) = 6 000 


São =15(a,+as) 
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4.62) Considere a PA(-3;2;7:..) 
a) Determine a fórmula que dá a soma dos n primeiros termos em função 


de n. 
b) Calcule a soma dos 15 primeiros termos. 
c) Sendo a, um termo genérico dessa PA, calcule: 


& 


i=7 


Solução 


a) ay=- r=5 
aq=a+(n-1)r=(-3)+(n-1)(5)=-3+5n-5=5n-8 


“(a+a)n (53+5n-8)n 5 PR 
SUS ao O car SAM Ja 


Sn =5n -Sn 


b) Usando a fórmula do item a temos: 


Ss =>(15)-5(15) = 480 


ao 


c) a=a;+as+.t+tag=(ata,+.+aç+a;+..+aso)-(a+a;+.+as) 


ta 7 


HS Ss -I(G100y E (40))] [(S007 -S(9))) = 3723 


4.63) A soma dos n primeiros termos de uma PA infinita é dada por: 
Se =4nº-6n 


para todo ne N”*. Determine o primeiro termo e a razão 


Solução 

Sn =4n"-6n 

Is, =4(1)-6(1)=-2 
[S> = 4(2)-6(2)= 4 


a onde tiramos a; = 6. 


PorémS,=a/eS,=a;+ a, Assim temos: 


r=a2-a=6-(-2)=8 
A PA é: (-2;6; 14:...) 


4.64) Determine a fórmula da soma dos n primeiros números naturais impares. 
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Solução 
À sequência dos números naturais ímpares, ordenados em ordem 
crescente, é uma PÃde razão r= 2. 

ig e 
a=tan=za+(n>t)r=1+n-WM(g)=2n-1 


gostando, (1+2n=)n + 2? o? 
2 d d 
SP da a 
Conironte esta solução com as soluções dos problemas 2.2 e 2.31 


4.65) Sendo x um número real não nulo, calcule: 


E) — -=a? SA 
Ex Pew Dex x E Cy 


Solução 


Na multiplicação de potências de mesma base, conserva-se a base e 
somam-se os expoentes. Assim: 
Emyr3-50-4 0 +? 


à sequência (-53, —50, ...; +7) é uma PA de n termos e razão 1 = 3. 
Determinemos o valor de n: 
an= Ba +in= Ir 
7=-53+(n-1)3) 
Resolvendo esta equação obtemos n = 21. 
Assim: 
-53]+[7 4 
(-53) + (-50)+ (47) +... +(7)= Ra ti = -483 


= 455 


Pornanto: E =x 


4.56) Considere a PA cujo termo geral é an = 4n — &. Calcule 


Salução 


39 
>e castas ttag o = (As + asa )3o 
Co aote emos 
la, =4(5)-3=17 
[as = 4(43)-3=169 
Ee 7 + 189)39 
ins 
Um cutry modo de “encaminhar” o probtema é: 


sa E j 
S,, = soma dos 43 primeiros termos 
> a =S,,—S once | + ê 


an= 4-3: 


E S, = Soma dos 4 primeiros termos 
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4.67) 


4 6B) 


Sd 


Sendo x um número natural com x > 4 calcule: 


x—=1 0 x-2 x=3 1 
-+ + — +... + — 
x x x x 
Solução 
É A e 1 Es e SEA 
À sequência pao, E Ea =) é uma Pã de E fe RO = ECA Pa O 
a x x x x x 
aq =, +(n-1)r 
E x x SE 
à. EAR SL PRE TS 
n x x X x X 
Mo qo da 
* E E 


Onde: n=x- 1 


Prove que, se numa PA, Sm = Sa icomm = njentão Sm+.n=0D. 


Solução 

ag=a+(n-i)r=a+nr-r 
(a+a)n (a+asnr-r)n ro. (2a,-r 

PRP qu SC — SP pa é Re 


Sm = sm (E Jm 


Como Sm = Sn, vem: 
far Mer fd, St 
so + menta 
mê +(2a-r)m=mê+(2a,-r)n 
mê rm «mfza,-r)-n(2a,-r])= O 
fm? -n?)r+(Za,=r)(m-n)=0 


(m-n)(m+njr+(2a,-r)(m-nj=0 


Comom-—n * OD, podemos cancalá-o: 
(m+njr+(2Za,-r)=0 
(m+en-t)r+2a,=0 4 


Por outro lado: amen= Ba +H(m+tn—1ik 


4.69) 


E assim; 
» (a, + ag.n)(M+n) q [a+a+(m+n-Dr](m+n) e 
ço 4 e! 
' 2a, +(men- 1 J(m+n) 
Ê 


Ss 


Pela relação (|), a expressão entre colchetes é igual a zero e portanto: 


Smen* Õ 


Lembrando que a&?— b” = (a-—b) (a + b), calcule. 
E=1"-2t.3º 445º. 6º +... +99º- 100º 


Solução 


-2?=(1-2)(1+2)=-3 

3º 4º =(3-4)(3+4)=—7 
p/5t-62=(5-5)(5+6)=-11 

99? - 100º = (99 -100)(99 + 100) = —199 
Somando membro a membro temos: 

-3-199)50 

E =(=3)4(-DA+(AN+..+(-199 gi O 

( + pele )+ +( 99) = 5050 

50 termos 


Um outro modo de fazer esse problema é: 
sq 


E=12-22+932-42+52. 6º +. +992- 100º = >ften-ay «(en | 
n-1 


Mas (2n- 1? —- (an =-4n+1 


ag 
Assim: E = > (can +1) 


nai 


A sequência de termo geral a, = —4n + 1 é uma PA lal que 
fa, =-4()s1=-3 
Es = -4(50)+1 = —199 


Po a di 


-3-199)50 — 
Es amis psi - ] -5050 


no1 
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4,70) Considere a sequência (ya) dada por á : ; 
na Fra ten 


Determine as. 


Solução 
Pela relação de recorrência vemos que a sequência dada não é PA De 
YnS Yn-1+ En vem: 

4 =y+2(2) 


Ee = » +2(3) 
Rar E Eai e [termos ao lado 44 igualdades| 


[ra = Z1+2(45) 


Somando membro a membro essas 44 igualdades temos: 


ga cy+2toj+2(3)+2[a)+ + 2[45)=7+4+8+8+..0 +90= 


PA de da lammos 


(4 190]44 
+————— = 2075 


471) Considere a PA (-7,-1,5: 11;...; 83). Calcule a soma dos termos de ordem 


par: 
Solução 
jr=8 aç=a,+(n-1)r 
a ==? 83 =-7+(n-—1)(6) 
la,=83 n= 15 
Queremos. S=a,+a, +26 +t...+Z, 
à termas 

(a,+ag)8 (- 1+83)8 — 

Se ae > 328 


Exercicios Propostos 
4.72) Numa PA de 57 termos, a; E 23 são equidistantes dos extremos. Determine 
o valor de k. 


4.73) Calcule a soma dos 40 primeiros termos da PA 
(=3: 1,5...) 


12 
4.74) Calcule 5 (-31+6). 


1=1 
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4.75) 


4.76) 
4.77) 
4.78) 


479) 


4 80) 


4.81) 


4 B2) 


4 83) 


4.84) 


4.85) 


4.85) 


467) 


4 
Consideremos uma PA de termo geral an = 3n — 20. Calcule a 
1=10 


Calcule a soma dos dÔ primeiros termos de uma FA na qual 342 + aza = EO. 
Numa PA lemos 24 = 13 e az = 25. Calcule a soma dos 20 primeiros termos. 
Calcule a soma de todos os múltiplos de 4 que estão entre i0 e 1413. 


Calcule a soma de todos os números naturais que estão entre 16 e 900 e 
que dão resto ? ao serem divididos por 3. 


Um sargento tentou colocar os 480 soldados sob seu comando, em forma 
de tnángulo com um soldado na 1º linha, 2 soldados na 2º linha e assim por 
diante. No fim, sobraram 15 soldados fóra do triângulo. Quantas Inhas tem 
esse iângulo? 
[o 
o o 
O o0o 
ooo 


O primeiro termo de uma PA é 20 e a soma dos 10 primeiros termos é Ba. 
Delermine a razão da progressão 


s 
Considere a PÁ (É: = a Determine a expressão que dá a soma dos n 
primeiros termos em função de n. 


A soma dos n primeiros termos de uma PA infinita é dada por: 
Sn=-3n/+ dn 
para todo ne N*. Escreva os três primeiros termos da PA. 


A soma dos n primeiros termos de uma sequência infinita é dada po, 
S=n"-3n+1 

a) Escreva os 4 primeiros lermos dessa sequência. 

b) Essa sequência & uma PA? 

A soma dos k primeiros termos da PA (3: 1 ai ] & igual à 147. Calcule 6 

valor de k. 


Seja a PA (a Ee..] e seja Sa à soma dos n primeiros termos. Determine 
os valores de n para os quais 8, < O. 
Calcula a soma dos termos de ordem impar da progressão aritmética: 
(6: 50 2...) —BB) 
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4 88) Calcule o valordeE=1"-22+2922.. 42.5... +91? 
4.89) Seja a sequência (yn) dada por 

|Ys =11 

Lya = Yna+7n (n>1) 

Determine a fórmula que dá c termo geral y, em função de n. 
4.90) Sendo ne Nº, calcule: 


nó+7 o ns8 ínº+11 nº +41 
4 RE 
n n n n 


4.140. POTÊNCIAS DOS NÚMEROS NATURAIS 
Vamos estabelecer fârmulas para a cálculo das seguinies somas: 
W) =1+243+, +N 


2 o pd se o ac SR 4 


vt =P4243 4 4 nº 
etc 
O cáleulo de yl) é simples, pois a sequência (1: 2: 3: ...; n) é uma PA 
Portanto. 


4+n)n 
q =1+2+3+...+n AA 


Fara o cálculo de qt? recorreremos a um anifiício. Vamos partir da 
identidade 


(na1)=02+302+30+1 
qe Pesos) 
a = 2 +3(2)+3(2)+ 
AZ =(3+1/ eae +3(3)+P 


(ret = par a 
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Somando membro a membro essas n igualdades temos: 
(n+1P=103[(1 028 n32 a, ent)i3(2 +34 en) (1141041) 


(ns) =1+3 443 lan 
1 
(n+ 1) =3 tl, dife Deita 


Dessa igualdade tiramos: 
(2) (n+ 1) n(n+1) (n+1) 
pt + aa 


a 3 é 3 
B . 2(n+1)-3n(n+1)-2(n+1) 
= 
2(n' +30? +3n41)-30n? -3n-2n-2 
SR RR = 
“2nº+6n?+6n+2-3nº-3n-2n-2 2nº+3n? an 
=) = õ 
Portanto: 


ca JR E 
tl = qe egn) (411) 


Falorando a expressão do lado direito podemos escrever também: 


y) » ntn + ater + 1) (4 12) 


Partindo da identidade: 
tn+tif=n rar + en sans 
e procedendo de modo semelhante ao que fizemos anteriormente podemos 
obter ye Ê 


4.1 ge: 
1 =qn'+ Er + né] (4.13) 


Do desenvolvimento de (n + 1)º abtem-se tt | do desenvolvimento de 


tn + 1)º obtém se e assim por diante. 
Vamos resumir então os casos máis imponantes: 


1 ; RE 
 =14243+.. 40550 +agn 


4243 pt rÊ = 


ste PP rsm = 
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Exercicios Resolvidos 
4.91) Calcule a soma S=1"+2º +32 +... + 10º 


Solução 
1000 100 10 1155 


1 
S = no = (10) +aU0/ + g(to)= Sos Es 


4 92) Sejaa PA de lermo gerala =4n-3, 


Calcule S-aj+a;-aj-..+as 


Solução 


S = Sa = 3 (an-3 = S”(16n? -24n+ 3) = 
n=1 n-1 


n=1 


= So (1802) - 5) (24m)+ (9) = 


nal nel Ei 


£ 185 nº -24 x +39) =16y7) + 8(9) 


Ek] 


(2 E 2 5t2 64 & 
vo! = 5(8) au +at)- ÉS ç=204 


= 5(8f + >(8)=32+4-38 


Assim: 
S = 15 (204) — 24 (36) + B(9) = 2472 


4.93] Calcule a soma 
S=1:2:3+2.3.4+3-4.5+... +20: 21-22 


Solução 


S= >» n(n+N(n+2)= Sn? +3nê +20) 


nal 


> +3 Sontsz Deda 


n=1 n=1 


Ad = a (207 += (20) + (207 = 44 100 
“a = (20) + : 120) + l(20)=2 870 


fo = 3 “ (20) + 5(20) =210 


Assim: 


5 =44 100 + 32 870) + 24210) = 53 130 
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Exercícios Propostos 


4.594] Calcule: 
a) 1+2+3+. +30 
bj) +22+92+.. +12 
o Peagro +10) 


4.95) Calcule: 
a) 42 +72. 10) + 132 + 162 +... + d6 
bj) 244), 6º+ 834... +16º 


4.96) Calcule: 
a) 1: 2+2-3+3- d+... +20:21 
bhi J+e3:5+5 Pr +r(iZn=D(n+1) 
12: 3+2:3:4+.. +njn+1in+2) 


4.97) Seja a PA cujo termo geral é an = 2n— 1. Calcule: 


10 


a, 


net 


101 


Capítulo 


5 Progressões harmônicas 


5.1. DEFINIÇÃO 


Consideremos uma sequência cujos termos são diferentes de zero. Dizemos 
que a sequência é uma progressão harmônica (PH) se, e somente se, os 
inversos dos termos formam uma PA, isto é, 


om 
(a; a2...; an:...) é uma PH se, e somente se, | ——.... 
a, à; 


é uma PA onde, para todo i, a, * O. 


Exemplos 
a) A sequência (3, 5; 7; 9; 11; 13) é uma PA; portanto, a sequência 


N 
b) A sequência (5: a aa E é uma PH pois, a sequência É E * 5) é 
3 5 3) 4 42 
' 1 
uma PA | de razão r=-— 1. 
4; 


À relação de recorrência para uma PH é: 
7 a 0 


+T a.1*0 


nus 
a 
o n>22 


da-: 


5.2. MÉDIA HARMÔNICA 


Consideremos n números diferentes de zero: 
Xi, X2, -.. Xn 
A média harmônica deles é o número m, definido por: 


isto é, a média harmônica dos n números é o inverso da média aritmética dos 
inversos dos números. 
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Exemplos 


a) Deterninemos a média hammônica dos números 3, 4 e 5 (aqui temos n = 3) 


Gana DE O gas ao DO 
SPA A AM Lolst Z0Atario PM ar 
+—+ ++ DDD — 
SA e! 34,0 80 80 

a 


RR JE 
Pf1,4) 1,1 bra as 
a bl a Db ab 


5.3. PROPRIEDADE 


Sejama, be ctrês termos consecutivos de uma PH 


(na bre...) 
AE PR E 
Neste caso |. =, +. ) é uma PA e, poranto, 
co a be 
sal 
b A 
o -— 
a cl 
É 
E 4 
Islo significa que b é média harmônica de a e c. 
ASSIM: 


Dados três lermos consecutivos de uma PH, o termo central é médie 


harmônica dos outros dois. 


Exercicios Resolvidos 


51) Detemine o 10º termo da PH. 


dd d 
EEE 
Solução 
Achemes primeiramente o dêcimo termo da PA 
[3.1.8 0 
Bd A 


ha 


cuja razão é r=— Sendo a» o décimo lermo da PA, temos: 


Lo 
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5 2 2 18 2 
= - el, = -— 9 -— = = 
do a; + ar ci (5) 


Portanto, o 10º termo da PH é + 


6.2) Inserir 4 meios harmânicas entre : e E 
Solução 
é Ciao ; . GRE a ad ER 
Vamos primeiramente inserir 4 meios aritméticos entre 5 E E 
E 
"e ag=a,+5f 
a, = Há ar = e + 
E: 5 5 
[= P 3 
r== 
5 
17 
Os 4 meios aritméticos entre — & 5 são: 
dida 
5 5 5'5 
e, portanto, os 4 meios harmônicos entre — e — são: 
5.5.3.5 
5 811 14 


Exercicios Propostos 


5.3) Determine a média harmônica de. 
a) 4e 10 
Db) 2<Le & 


5.4) Determine o 20º terma da PH. 


5.5) | Interpole 6 meios harmônicos entre É e + 


5.6) Sejamkx, y é Zz números reais positivos. Mostre que se (x: y?, 


então (y + Zz) 2 +x. x + y) é uma PH. 


2) é uma PA 
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6 Progressões geométricas 


6.1. DEFINIÇÃO 


Chamamos de progressão geométrica (PG) qualquer sequência onde 


cada termo, a partir do segundo, é igual ao anterior multiplicado por uma constante 
denominada razão da PG. 


Em outras palavras: 


Uma progressão geométrica de razão q, é uma sequência tal que: 


an= an-1"Q (n> 1) 


a) Na sequência (3, 6; 12; 24; 48) observamos que cada termo, a partir oc 


segundo, é igual ao anterior multiplicado por 2. Portanto, é uma PG de 
razão q = 2. 


b) Na sequência [180 60; 20; = 2) vemos que cada termo. a partir do 


2º, é igual ao anterior multiplicado por 3 Portanto. a sequência é uma 


PG de razão q = 


(9 | 


c) À sequência (5; -20, 80; -320; ...) é uma PG de razão q = —4. 


d) A sequência (5; 5: 5: 5: 5) é uma PG de razão q = 1. Porém, ela é 
também uma PA de razão r= 0. 


e) A sequência (15;0;0;0;0:0: ...) é uma PG de razão q= 0. 


f) A sequência (0, 0; 0: O; O; O) é uma PG de razão indeterminada É 
também uma PA de razão r= 0. 


A PG de razão indeterminada tem pouco interesse, e portanto, raramente 
falaremos dela daqui em diante. 


6.2. CLASSIFICAÇÃO QUANTO AO CRESCIMENTO 


a) PG de razão indeterminada 
Neste caso é óbvio que a PG é estacionária. 
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b) PG de razão q= 
Neste caso também é [ácil perceber que a PG é estacionária. 


c) PG de razão q=0 
Quando a razão é igual a zero, como por exemplo na PG: 


(SM 0 O cos) 
a PG não é crescente, nem cecrescente, nem estacionária. 


d) PG de razão q<0 


Neste caso a PG não é crescente, nem decrescente, nam estacionária, pois 
os termos vão mudando de sinal à medida que passamos de um termo de ordem k 
para o termo de ordem k + 1 Neste caso dzemos que a PG é oscilante ou 


alternante 


Exemplos 
2) APG (4;-8, 16, -32, 64) é oscilante. 
b) & PG [-5; 15; —45; 195] é oscilante. 
ec] PG derazãoqgtalqueg>082q + 1. 


Neste caso, os termos terão todos o mesmo sinal e a PG será crescente ou 
decrescente. 


6.3. PROPRIEDADES 
Uma PG de razão q é crescente se, E somente se: 
a20 e q>1 


Ou 
Ba<Del<agsa1 


Já sabemos que nesle caso devemos ter q > De, poranto, todos os termos 
terão o mesmo sinal. Sendo n > 1 temos: 


PGecrescente & a,>2>8%ã14 & Ap q>8,4, & 
S 8) Q-8,.,20 & astg-1)>0<> 


3120 € q-1>0 

ou < 
a XD é q-1<0 
[ans >0 e q>1 


<> 4 ou 
la 1 <0 a q<i 


Lembrando que todos os termos têm o mesmo sinale q > O, vem: 
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[pis e q>1 
PG é crescente — Du 
la,<o e O<q<l 


Uma PG de razão q é decrescente se, e somente se: 
a20 e D<q<1 


ou 
acDe q>1 


A justificativa desta propriedade & análoga à da propriedade anterior e 
assim sendo. deixamos por conta do leitar. 


Exemplos 
a) Na PG (3: 5: 12; 24... jtemos q=2 e, porianto. 
a2>0 e q>1 
É uma PG crescente. 


bj) Na PG B0; 20; eu - | temos g= a e, portanto. 
À o 3 


. a>0 e 0O<q<i 
É uma PG decrescente. 


c) A PG (-10, -20; —40:.. ) é decrescente de razão q = 2. Neste caso temos: 
ac) e q>1 


ud 


dy A PG (120; -B0, -30, -15, ...) é crescente de razão q= — Aqui temos: 


atã e D<gsi 


5.4. FÓRMULA DO TERMO GERAL 


Consideremos a PG de razão q 
(a az; à3,...; Ani...) 


Suponhamos inicialmente que não se trata da PG de razão indeterminada e 
quea, = 0e q = O Temos. 


an = 344 9 
Mulyplicando membro a membro essas n — 1 igualdades temos: 
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MPa =a BS AG. BG -QA-Q-. 
n-1 fatores 
an=2,"47] (8.1) 


À equação 6.1 foi obtida, supondo que à * 0,q « De que não se lrata de 
PG de razão indeterminada. Mas é fácil verificar que a equação 68.1 é válda, 


mesmo para 05 casos em que a,=00uq50, 


Exemplos 
aj a=a; q, 
da da q 
da = o 
ao =| q 


-2 
Bu.3 - a e gr 


b) Desde que nenhum termo da PG seja nulo, podemos obter a razão 


dimdindo um termo qualquer (a partir do 2º) pelo anterior. Assim: 


q Db a DE = SL 


d dg dg 


ci Determinemos o 9º termo da PG 


(pal no) 
| 
1 1 
hafud ne 
aee = 2? a ves 
2” 2 Bá 


Consideremos uma PG cujos termos sejam todos diferentes de zero: 
(as! Az; Ba;...iBKi..iBn)..) 


Multiplicando membro a membro essas n - k igualdades temos: 


a, =B, GQ q 3-.q 


n-k atores 


Ja, =a;-"*] (8.2) 
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À equação 6 1 & um caso pariicular de 6. 2, a qual foi deduzida para 0 casa 
em que nenhum termo da PG é nulo Mas é fácil verificar que em qualquer caso 
vala 6.2. 


Exemplas 
20 - 1E 
a) am=a qo ê=a q 
28 
gn S as q 


b) Consideremos uma PG onde a; -Í, q=9e calculemos ass 


1.2 ado Pig o dm 15 
di. = gua! = SAS Sd == 2,5 
Consideremos a equação 8.1 para o caso q = O 


1 


aq=a, q (n22) 


+ 5, n 
aq = qa =—q 
q 
a n 
a =] 
; “constante 
constante 


Partanto, uma sequência onde o termo gera! é dado por uma expressão do 


a, = A.B'] (6 3) 


onde À e BR são constantes não nulas, é uma PG cuja razão é iguala É. 


tipo 


Exemplos 
a] A sequência cujo termo geral é dado por an= 4 5" êuma PG de razãoqo 5. 


2 
b) A sequência de termo geral a, = -e(5] é uma PG de razão q= — 


Exercícios Resolvidos 


6.1) Determine o &º termo da PG (1; v2 “2... Je dê a fórmula do seu termo gera! 
em função de n. 


Solução 


ade a,=1 


6.2) Numa FG tem-se a, =3e as = 96. Delemine sua razão. 


Solução 


q'a32=2º 


o E] 
38 =3-q qe” o q=2 


95 =3-q” 


6.3) Numa PGtemosaj=Geas= 486 
Determine sua razão. 


Solução 
arara te -s1=3t 
4B6-6 q” q'=3 5 q=+3 


Paraq=3a PGêÊ [6 19,54, +62..). 
Paraq=-3,a PGé (6;-18 54; -162....) 


3 À 
64) Onúmero 384 é um dos termos da PG (5 da - Determine sua “posição” 


Solução 
3 
= 4 E) hos a, E 3 
q E: 1 B 
a 
a =a q 2" = 2048 = 2" 
384 = 52 P=2"5n=11 
(384)(8) 2º 
3 2 
Portanto, 2984 & 0 11º termo da PG. 
8.5) Numa PG lEmos à + a; =—4 a as * aq = -36. Escreva os 5 primeiros 
termos da PG. 
Solução 
d;=9,"q a;=a, q a=a,"0" 
[aj+a;=-4 aj+aq=-4 ja(t+9)=-4 (1) 


pes À 
la, - a, =-36 aq*+a,q”=-36 [aq (1+0)=-36 (IB 


Dividindo membro a membro a equação (ll) pela equação (I) temos: 
agí(l+a) -36 
a (1+9) —4 


= 5 


q=9 > q=+3 
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5.5) 


8.7) 


6.8) 


—4 


Da equação (Il; vem: a, = = 
— 


qui 


É -4 
para q=3 temos AG a eaPGé(-1-%-92-27,-8B1..) 


=4 
para q=-3 temos a, =— 


E =2 e aPGé (2-5. 18 -54/162...) 


E 
Numa PG temos a, =3 € ag = = Determine az. 


Solução 
dg = da 'Q 
3” 
ida ap= aq 
4 
t=(2) Como q Ee temos: 
y 4 
2 ame) = 3.5, a 243 
3 tz] "Te 
qe 


Inserir 5 meios geométricos entre 3 e 192. 


Solução 


Devemos formar uma PG de 7 ternos onde a, = 3 ce az= 192 


a, da ER au &s dg dz 
LILI IJLILIial 


5 meias 
ar=a q 
192=3-gº 
q” = 64 = 98 


q=2" o q=+2 

Portanto, há duas possibilidades: 

para q=2: (36: 12; 24; 48, 96; 192) 
parag=-2: (3: 6; 12, -24; 48; -95, 192) 


Numa PG o 4º termo é 20% do 3º termo. Sabendo que a; = 2000, calcule as. 


Solução 
20% = sa =0,2= al 
100 a 


Se a, é 20% de a, então a, = ão 
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5.9) 


E 10) 


6.11) 


6.12) 
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: 1 E 
isto quer dizer que a razão &q= 5 e assim 


ps ;n4 421 4 
a = (2000)[ =] 2000 2 & .2 15 


à população de uma cidade aumenta à taxa de 10% ao ano. Sabendo que em 
1970 a população era de 200.000 habitantes, qual a população em 1974? 


Solução 
Dizer que a população aumenta de 10% so ano significa que se em um 
cerio ano a população e de x habilantes, o número de habitantes no ano 


seguinte será 
+10 dex=x"0,1x=1,1x 


Assim, de um ana para outro, O número de habitantes é mulliplicado por 1,1 


e portanto os números de habitantes em cada ano formam uma PG de razão 
q = 1,1. Sendo hisza O número de habitantes em 1970 e h,g74 O número de 


habitantes em 1074, Iemos: 
Higzá E Magro: q” = (200.000) (1 17! e (200.000) (1,4541) = 292.820 

Um automóvel foi comprado por R$ 200 000 00 e sofre uma desvalorização 

de 20% ao ano Qual o seu valor após É anos? 


Solução 
Sendo x o valor do automóvel em um certo ano, no ano seguinte será 
x- 20 de x=x- 0,2x=0,8 x 
Portanto, de um ano para o outro O valor do automóvel é multiplicado por 
0,8. Em & anos seu valor (em reais) será: 
VY = (200 000) (0,8)º = (200 000) (0,262 144) = 31 250 


Portanto. após 6& anos o valor do carro será de R$ 31 250,00. 


Um capital de R5 400 000,00 foi colocado a juros compostas de 10% ao 
mês. Calcule o montante após 4 meses. 


Solução 
Quando os juros são compostos, a taxa é aplicada não sobre o capital inicial 
mas sobre o montante anterior, Ponianto, se x é o montante em um certo 
mês, no mês seguinte o montante será: 

x+1DWdex=wx+0tx=1,dx 
Assim os montantes mensais formam uma PG de razão q = 1,1. Sendo 
R& 400 000,00 o capital inicial, após d meses o montante (em reais) será: 


m = (400 000) (1.1) = (400 000) (1,4841) = 5B5 640 
Partanto, após 4 meses o montante será R$ 585 640,00, 
Um tanque tem 1000 litros de álcool. Retiram-se 200 litros que são 
substituídos por água. Misturamos bem e em seguida retiram-se 200 litros 
dessa mistura que são substituídos por água, e assim sucessivamente, 
Apos 4 retiradas, quantos litros de álcool restam? 


Solução 
Antes de cada retirada o tanque tem 1000 litros de liquido dos quais são 


: 1 

retirados 200 litros (isto é, : do tolal). Portanto a cada relirada tiramos 5 
EAR 4 

do liquido que estava no recipiente e portanto reslam Ea Assim, a cada 


retirada, a quantidade de álcóol no tanque é multiplicada por Ea Depois da 
4º retirada, a quantidade de alcool que resta é (er litros): 

q 
1000 E = 1000 (e) = 1000 (0, 4096) = 409,6 


| 625 
Assim, após a 4º retirada, sobrarão 409,6 litros de álcool. 


6.13) Considere a PG cujo termo geral & 


dn — 3: Ed 
e seja a sequência cujo lemo geral é 
bo = (an)? 


Mostre que (bn) é uma PG e calcule a razão. 


Solução 


fis MAS ma 5. 
= 2 s 
(an) =(3-25 E soEGiania 
ensisnie 


De acordo com 2 equação 6.3 podemos afirmar que (b,) é uma PG cuja 
razão é igual a Pa 


Exercicios Propostos 


APAE E 
14 d PG s E 
814) Consideremos à [55º 18º 8º o 


a) Dê a fórmula de seu termo geral, 
Db) Determine o 10º termo. 


6.15) Numa PG temos a, 5 aa; A Determine a razão. 


25 


5.15) Numa PG tem-se a, Rai e q=—. Determine i sabendo que a, 


enjro 


525. 


1 
6.17) Numa PG lemos a, = qe qe —&. Calcule as. 


6.18) Numa PG temos as + as+as= 30 eastas+t ag= 740. Calcule O primeiro 
termo e a razão. 
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6.19) Numa PG temos ax | =64xe ayez=-27 x onde x = O. Calcule axa. 


6 20) Calcule as razões das seguintes progressões geométricas, 


621) Um capital! de R$ 500.000,00 fo; colocado à juros compostos de 20% ao 
ano Calcule o montante após 3 anos. 


622] Sendo fa) uma PA de lermo geral 
an=In-ê 


considere a sequência (bn) cujo termo geral é 
ba = 4" 
Mostre que (bn) é uma PG e calcule sua razão. 


6.23) A sequência (gn) & uma PA cujo termo geral é 
an=3n-4 
e à sequência (Ba) É uma PG cujo termo geral é 
bn=5:2" 
Considere a sequência (ca) dada por 
Cn = bas 
Prove que é uma PG e calcule sua razão, 


68.24) Numa PG temos amn= Ae amn=B SendoA=z0eB>0 calcule am. 


6.5. MÉDIA GEOMÉTRICA 


Consideremos n números 
Xe XD, 2. Xn 


A média geométrica deles & o número m, dado por: 


(8.4) 
istô &. 
= 1 
mo =T[ [x 
boo 
É óbvio que, quando n for par, devemos ter 
MC M2 Mn 2 O 
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Exemplo 


Consideremos os 3 números 4, —B e 9, À média geométrica deles É mg dada 


por: 
m$ = (4)(-6)(9) = 216 = 6º 
Portanio ma = —& 
No caso de dois números x e y, a média geométrica m, é dada por 
Mg =*:y 
Exemplo 


Consideremos os números 4 e 18. A média geométrica my deles deve 
satisfazer: 


má = 4(15)=64 
Portanto my = + B 


Observação 


Alguns aulóres definem à média geométrica do seguinte modo: 


Ma = XXX, 


Isto acarreta que quando n é par, m, > O (veja o ilem 1.3). 


6.6. PROPRIEDADE 


Sejama, be c lrês termos consecutivos de uma PG 
Laet DEC: so] 


Suponhamos inicialmente que os três são diferentes de zero e seja q a 
razão da PG. Temos: 


Portanto: > = E e assim bº = ac 


É facil verificar que mesmo no caso em que q = D vale bº = ae. Ponanto: 


Dados três termos conseculivos de uma PG, o termo centra! é 
E 5 À (6.5) 

média geométrica dos outros dois. 
Exemplo 

Determine o valor de x de modo que os números x- 8, x + 1ex-— 17 sejam 
termos consecutivos de uma FG. 

Solução 

(ex=-Bix+1T;x= 17...) 

(x + 1P=(x-8B)(x=— 17) 

x+2x+1=x— 17x—Bx + 136 

2tx = 135 

“=5 
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6.7, REPRESENTAÇÕES ESPECIAIS 

Como no caso da PA, quando a PG tem poucos termos pode ser 
conveniente representâ-los de modo especial. Supondo que a razão q seja 
diferente de zero lemos: 


a) para à termos 

Ms 
—, & *Q 
q 


b) para 5 termos 
>) para 4 termos 


d) para E termos 
ER 


. Er. : a. 5 z 
E pm AP AY oO RYy tg=y") 

CR ad 

Exercicios Resolvidos 


68.25) Determine as médias geométricas dos números: 
a) -iDe-d0 b) 15, 9e 8 


Solução 


a) my = (=10)(-40) = 400 
m, = £,/400 = +20 


b) mp =(18)(4)8)=2º 
mo=2'=8 


6.26) Sejam x e y dois números reais positivos. Sendo ma, 
respectivamente, as médias aritméticas, geométrica e harmônica de x e y, 


Mg E mM 


mostre que 
mM, <|mo| <m, 
Solução 
X + sup 2 
Mm, = = Img) = do: mM, do 


o rbysíro 


p jmasm = Jay s 
<= axy s (x+y) o dxyex +yryi o 
o0Osx-Pxyry] o O stx-yy 
Como (x — yjê > 0 é verdade, então |m,| < ma também o é. 
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axºy? 


Zxy pi 
Hom, <img <> SAX &S —=— E S uy > 
iiciêad a a 
o co axys(xeyfo 
(x+y) 


— dey xx] +2xy +yº «5 
o Dex -2xy+y” «o O <(x-y 
Cemo (x — y)” > 0 é verdade, então mn £ Img] também o é. 
Reunindo as conclusões (|) e (Il) temas: 
My sfmy sm, 


8.27) Que número devemos somar aos números -1, 1 e 4 de modo que se 
obtenha, nessa ordem, uma PG? 


Solução 

Sendo x o número procurado, a sequência 
(—+xT+x 4 + x) 

é& uma PG e portanio: 

(togf= (1 +50 (4 +x) 

1+2x+x=-4-x+ dx + 

—x = -—5 

x=5 


6.28) Mostre que, para que a sequência 
ta, Di c) 
seja ao mesmo iempo PA e PG, devemos tera= b=c 


Solução 

Se (ab; c)e PA, de razão r, podemos escrever 
fa =b-r 
lc=b+r 

isto é a sequência pode ser representada por 

(b-r bi b+rn 

Como é PG, deve valer. 

bP=(b-n(b+n 

pre pio 

P=0 

r=0 

ja=b-r=b 

le=b+r=b 

Assim: a=b=c 


TIS 


= . 


6.29) Delemine 3 números em PG conheçendo sua soma - É o seu produto E; 
Solução 
Sejam z x, xq Os três números 
| x 19 
atras (1) 


x 8 
q EE = gar CH) 


Da equação (Il) tiramos é = 53 e portanto x = Ê. Substituindo em (| 


abtemos: 
2 2 24 19 
—— [= | = — 
39 3 3 2) 
+ 6q+6q” = 19q 
9º-139+5=0 


Esta equação tem duas raizes: q 5 Eq = & : 


2 
ER AR 
quosdo E" =a PGé (5: 5:1] 
= 2 
aq =1 
| ê 
2 FNE ARE ERA 
= - E é 
abaio, Regi 3 =aPGe(15:5) 
RR Rc pos 
Rd do 


ue 


Observe que a utilização das representações especiais é particularmente 
interessante quando se conhece q produto dos lermos da PG. 


Numa PG de 5 termos reais, a soma dos termos de ordem impar é 21 e à 


5.30) 
soma dos termos de ordem par é 10. Determine a PG. 


Solução 
Representemos os termos da PG por ae q x: xq xg? 
ac 


LE reeat az 1 


x 
— +x4= 10 HI 
E q (1) 
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Este sistema de equações não é tão simples como os que apareceram nos 


exercícios 6.5 e 8.18. Precisaremos usar alguns artifícios. 


De fl) tiramos: 


=. xq =21-x 


q 
«(a +0") =21-x 
la 
id + (LI) 
q bd 


De (Il) tiramos: 


*[5+4)=10 


10 
RE IN 
ie UV) 


O | a 


e ni. 
a xº 


2x —- x? = 100- 2x? 
x +21x-100=0 


As raizes desta equação são x' = de x" =-25 


1º) para x = 4 vem: qtas 10 


1 
ande tiramos q = 2 0Uq= 3 


Tomando q = E aPGé(1,2;,4.8:; 18) 


Tomando q = >. aPGé(158,8,4,2,1) 


1214 


6.31) 


6.32) 
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1 
) para x = -25 vem q *a =5E E 


onde tiramos a equação: 
5q' +29+5=0 
que não admite raizes reais. 


Consideremos uma PG crescente de termos positivos e de razão q. 
Determine os valores de q para os quais três termos consecutivos dessa PG 


possam ser as medidas dos lados de um triângulo. 
Solução 
Sejam - x e xg os três termos, com zx>0e 9> 1 O maior número é xq. 


Para garanlit que os três números sejam as medidas dos lados de um 
tranquilo, basla impor que o maior seja menor que a soma dos outros dois. 


X 
xqe>+x 
q 
Dividindo por x. 
q< Er 1 
q 
2 
qó «a 1+a 
q -q-1<0 
Esta inequação é salisfeita para: 
LE RS js J5 
ê 2 
Mas. como q > 1, a resposta é: 
14 45 
1 
<q<—s 


Determine uma PG de três termos positivos, sabendo que a soma dos 
termos & 21 e a soma dos quadrados dos termos é 185. 


Solução 
1º modo: Um modo de resolver este exercicio É representar os termos por 


x 
— , x e xq escrevendo: 


Em seguida procede-se como no exercicio 5.30, Vamos então encaminhar a 
resolução de um outro modo. 


2º modo: Representando a PG por (a; b, c) temos: 
a+b+c = 21 (1) 

É +b2 +c? = 189 (II) 

Lembrando da identidade: 
(ta+rb+ o; =al+b?+ci+2ab + 2act 2bc 

e usando bº = ac temos: 
(a+b+c/=22+bº+cê+2ab+ 2b” + 2bc 
(arb+cP=(ta+b'+cy+2bta+b+c) 
21º = 182 + 2b (21) 
441 =189 + 42b 
b=B 


Substituindo em (lj e (Il) temos: 
la+e =15 (IH) 
[32 +c? = 153 (14) 
De (ll) vem a = 15 — c. Substituindo em (IV) obtemos a equação 
c?- 150 +36=0, 
que temraizesc=Jec'= 12. 
Ipara c=3vema=i2ZeaPA 6 (12,63) 
jpara c=12vema=3eaPA é (36:12) 
Exercíçios Propostos 
8.33) Determine as médias geométricas dos seguintes números: 
a) 12 e 27 
bi 88, 4e 24 


6.34) Determine o valor de x de modo que (x —- 4, 8 + x, 44 + x) seja PG. 


6.35) O preduto de três números em PG é -8 261 e a soma do 1º com o 2º é —17. 
Determine à PG. 
8.36) A soma dos três primeiros termos de uma PG & 5 e a soma dos quadrados 


desses termos é a Determine a PG, 


6.37) A sequência (a; Db: c) é uma PA cuja soma dos termos é 24 e a sequência 
(a: 2h; 10c — 12) é uma PG. Determine a, b e c. 


6.38) Determine x de modo que (2”; 3% 5”) seja uma PG. 
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6.39) Deiemmine 5 números em PG sabendo que a; + a=Í0ea + a;+as= 21. 


6.40) A sequência (a: b, c) é uma PG de razão q * O, tal que a « O, Determine os 
valores de qlais que c> db- da 


6.41) Sabendo que (a; b: c) é uma PGmoslequeta+b+c)(a-b+og=a +b+c 


6.8. PROPRIEDADES 
a) Consideremos uma PG finita onde a, e as são equidislantes dos 


exiremos: 
(aj, Az, Br Agi An) 
Suponhamos, inicialmente, que todos os termos sejam diferentes de zero 
tportanlo, a razão q é diferente de zero) Temos: 


Ja=acçoo 
lag=a, qr In) 


Smadindo membro a membro as igualdades (1) e (11), lemos: 


a. aa 
En E 
Em DR 
A a 


cum 


O produto de dois termos equidistantes dos extremos é iguaf ao a 


isto é: 


produto dos extremos. 


E facil verificar que essa propriedade vale também no caso em que q=0 ou 
no caso da PG de razão indeterminada. 


bj; Consideremos uma PG finita de número impar de termos, em que a, É 


termo central: 
(aj az; ...; 2p- 3; dp: dp+ 44 Zn) 


Neste cas0 ap. 1 E dps 1 SÃO equidistantes dos exiremos e, ponanto: 
dp- 1" 2p+ 15 dy dn 


Mas sabemos que aí =a, ,-a,,- Portanto: 
2 
4 =a,'&, 
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isto É: 


Numa PG de número impar de termos, o termo central é média 


geométrica dos extremos e, portanto, é média geométrica de (5.7) 
qualquer par de termos equidistantes dos extremos. 


5.9, PRODUTO DOS TERMOS 
Seja P, O produto dos n primeiros termos de uma FG. 
Pr=a, Bo ds... Ba z'an-4" Bo (1) 
Pn=Bn an-1'Bn-2'... a az a E) 


Multiplicando membro a membro as igualdades (I) e (Il) temos: 


PE = (aan )(223, 9)(ayã, 2). (an 23) (20132) (an3,) 


Dantro de cada um dos parênteses temos o produto de dois termos 
equidistantes dos extremos ou o próprio produto dos extremos (ou o quadrado do 
termo central quando n for impar) e assim, cada um desses produtos é igual a ayãn. 


Portanto: 


Podemos chegar & outra fórmula para obter Pç; 


PR =a/'a, asa, as 
-a, (a)(aa" (210). fat) - 
=(a arara ca)(aal qa!) = 
A vêzas 
= af cá +[n-1) 
[1 -3n-1 —4 
Porêm, 1 +2+3+..+ (n-1)= +(n Ay aa ) 


Pertanto: 
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Exempla 
Calcule o produto dos 20 prmeiras lemos da PG: 


ENE 
Solução 
2 
2 -2 E - 
a, = a Cd a 3 
2 
n(n-1) 
P,-=ajq 
2019] 
=2 190 
Pay=8i" q e =2.g% (55) (-3) = 


e ioú af m1Ã6 
= 3" =2 4 


6.16. SOMA DOS TERMOS 
vamos deduzir fórmulas que permitam calcular a soma dos n primeiros 
termos de uma PG Represeniando essa soma por S,, vamos considerar 3 casos. 


1º) razão indeterminada 
E ocaso da PG (0,0,0,0:.. Je, portanto, para todo ne RN" temos: 


S,=0) (8.10) 


21 q=1 
Neste caso a PG pode ser escrita (aj, aj; à4;....J e, portanto: 


(8.11) 


35jg = 1 
So=aâtata+.. tan z+tanom tan 
Multiplicando os dois membros de (li por q: 


th) 


a-S, =ag+açg+rag+...+a,290+8,.0+8,:9 
— ts ua mm pad a o — m— 
dp-1 dn 


da a3 Aa 
Isto e. 
qS, "arara +r.+ca ta +a,'q EI) 
Subtraindo membro a membro as igualdades (!l) e (1) temos: 
]Sn — 3a= anq- 8 
Sntq— 1) = Benq = a 
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E como q = 1, lemos; 


s «240% (aydtqra, aueg-a, 2lolo?) 
PR AGA q E 


Exercícios Resolvidos 


mn 


8.42) Calcule [ls 3). 


|=1 


Solução 
A sequência de termo geral an= 4: 3º é uma PG de razão q = 3 e primeiro 
termo a; = 4(3) = 12. 
eqn-1) 
Como P, =aí.q * temos: 
12 12(11) 
[(4:3")=Po =a?-a 7 sata = (12) (378 - 


1=1 


PE (3.4)º (3) a qu gt Pio = da 42 


6.43) Calcule à soma dos 7 primeiros termos da PG (2,5, 18...) 


Solução 
=? q=5=3 
a(o" -1) 
NO a 
Tr us = 
Ep) PES PRA Li 


6.44) Determine, em função de n, 0 valor da soma 
S21+10+100+..+ 1077! 
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Solução 
A sequência (1, 10: 100... a ro é uma PG de ntermos coma, = 1eq= 10. 


a,(9" 1) ' 110"-1) | 10" 1 
det CARE PES 


Sq = 


6.45) Calcule as segunles somas: 
a) A=0+97+909+.. + 298...9 


noagarismas 


bj B=1+114111+,.+ 112,.1 
n agansmas 
Solução 
a) Az=9+99+099+ +999 9= 
=(10-1)+(100-1]) +(IDD0O = 1) +. +(10"-4)= 
=(10+10+10+0 +10)= Ati+tro += 


n parcelas 
10(10" 1) 10(10º —1) 10(10º -1)-9n 
“CAOEn VP ao cao dar 
GR didi +999..9 


Aproveitando o resultado do item anlerior temos: 
A ofio"-1)-8n 
é. já 81 


5 45) à soma dos n primeiros termos de uma PG de razão diferenie de 1 & dada, 
para todo n, por: 
dás dela + ar - qr! RS ai 

do ae = 


onde à” = 1 Delermine a razão da PG e 0 1º termo. 


Solução 
lê a" +20? a! -a? atica* (aca). ” 
o a? 1 E dr ú 
á aZ ra at gl a“(al+a* 1a) a“[32(14a)-(1+9)] 
CC a CO a CTC 
a“i(1-a)fa? -1 
5 ) at(i+aj=at+a? 
E | — 


Mas: S,=3 e S;=a+a 
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Portanto: 

la, a 

t 

la,+a, nad 


ande tiramos a = =” e, portanto: 


z 
Qq=-E= = 
& 


5 47) Sendo x = O, calcule a soma: 


2 f z Va 
efe) de-fo(e-s] 


x ' X 
Solução 
=. a 1 4 1 2n 1 
S=|% + pe jd] X 42d | 4.4] X +24 |= 
x x x 
= (x20xt + ex D)e(2020..42) o(a D es ; 
ES A -aé 


n parcelas 
Neste ponto vamos considerar 2 casos: 
1x =1 
Ss=Ei+ie.++ZrZe +++ +Hij=n+2n+n=4n 
Portanto, para é =1vemS=4n 


29) x 41 
aliar” 
com MT] e perot 
“x +x 44 xÃa todo ; 
E | xº—1 
eZ+7++2=2n 
nal fd o RA SD 
E 1 o ps FL ú E = e e = 
X x! mn EE Ee E 
x? x? 
tax” 
a SR 
1-xº xo (1-2) x (xe 1) 
Então: 
2 Zn 
x (x 1 x — wr -4/ ii 
E : 2n+ = 20 + x + 
we ai 1) FERE! x) 


5 48) Calcule q produto dos n primeiros termos de uma PG conhecendo-se a sua 
soma S e a soma 5' dos seus inversos, 
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Solução 
OQbservemos, inicialmente. que se livermos uma PG (ay, az ...Bnj de razão q, 
a sequência dos inversos dos termos: 


é também uma PG cuja razão é igual a - (estamos supondo que todos os 


termos são diferentes de zero). Assim: 


portanto. |P | = (£) 


Exercícios Propostos 


648) Considere a PG E -1:2; 4.) Calcule à produto dos 22 primeiros 
termos. 
6.50) Para a PG do exercicio anterior, calcule a soma dos 6 primeiros termos. 


6.51) Considere a PG cujo termo geral é aa =2:3"" 2, Calcule a soma dos 10 
primeiros termos 


6.52) Numa PG tem-se razão q = 2 e & soma dos 6 primeiros termos igual a 653. 
Determine o primeiro termo. 
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5.53) Numa PG tem-se a qz3ea, +q= 5 Calcule à sorna dos 5 primeiros 
termos. 
A 54) Calcule a soma dos n primeiros termos da sequência 
é e 


6.55) Seja A a soma dos n primeiros termos da sequência: (1, 3 9 27.1 
Calcule, em função de À, a soma dos n primeiros lermos da sequência: 


e 
=>. —... 
Vag' ar] 
6.56) Considere a sequência dada por an = 2'"º. Calcule o número x dado por: 
q 5 
e-Tolla 
1=1 lat 
6.57) Uma PG lem a, =3eq=4 à soma dos k primeiros termos dessa PG é 


igual a 4 095. Calcule k. 


6.11. LIMITE DA SOMA 


Consideremos uma PG infinita de razão q=0, tal que lg) = 1, isto é, 
-1 <q+<1. Nesle caso observa-se que, à medida que n aumenta, jas) diminui. 


Exemplos 
a) Na pol+ qi trad |] a razão é q= Bi e os termos vão diminuindo 
LEE De TES] 2 
à medida que n aumenta. 
1 1, 1,1 


b) Na PG [3 -1 temos q=-5 (te, ponianto, |gp <= 1). 


Ri 
Observamos que, à medida que n aumenta. o módulo de an diminui. 


Para estes casos, deixando n aumentar indefinidamente, o termo a, lende à 
zero. Dizemos que: 


“g limite de an, para n tendendo ao infinito, é igual a zero” 
e simbolizamos por: 


lim a, =D 


=. 


Tormermos a fórmula 6.12, que nos dá a soma dos n primeiros termos de 
uma PG de razão q + 1: 


aq-a, 
q-1 


Fazendo n tender ao infírilo, a, tende a zero, podemos então estrever 


5 = 
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Ou 


Podemos escrever simplesmente 


ataztat+.. É pr (para D=lg)<1) 
Ega ra O 1 
ou >, E: tpa <|g|<1) 


Exemplo 
Consideremos a PG infinita 


ERR à 
[az2 444) 


ja razão é q =s e, portanto, estamos no caso D = E] <1 
4 
ns; solene md 
= -q 1 1 
Eae cao 
E Se 


Isto significa que. por mais termos que tomemos nesta progressão, à soma 
nunca ultrapassará o numero 8, “chegando cada vez mais perto”. Assim, temos, 


por exemplo 
(Se =4+7 =6 
Sy=4+2+1=7 


1 
5 edtêricga f.5 
Espadas =D Is 
cod 2 4 
Sedes L. S+5=7.875 
+ O PR 
S,=4+2+1+ à di gta too !.9975 
é JE TD E Lo 
Sa nd+2+1+ id Ta 48: 76 +57 = 798875 
Observações 


1º) Em vez de “imite da soma” poderemos falar simplesmente na "soma dos 


termos Ja PG infinita” 
240 assunto de limites será estudado com mais detalhes no volume 


8 desla coleção. 
152 


Exercícios Resolvidos 


858) Calcule o limite da soma dos termos da PG 


8.59) 


5.60) 


Ba 8. 
ad Ts ad 
Solução 
[é] 8 A 
.Õ E RS PR MR A 
ad TR do Dri de E RONCO raça tao 
K| 3 3 


Seja a PG infinita (8 2 =: z uh Calcule a soma dos seus lermos de 


ordem impar. 
Solução 
Neste caso, go pedir simplesmente a soma, queremos nos referir ao limite 


da soma. Repare que a PG fa; 2: e, da tem razão q= = e a sequência 
A 


E 1 : 
dos seus termos de ordem impar [a > .) é uma PG de razão 


q=q= = Assim, sendo S a soma dos termos de ordem impar, temos: 
god 8 gd SUIS] ze 
1-4? | - E 13 13 


Um trem move-se com velocidade constante quando surge um obsláculo um 
pouco adianle O maquinista, imediatamente, começa a frear de modo quê 
no 1º segundo o lrem anda 20 metros e em cada segundo seguinte anda, 
aproximadamente, B0% do que andou no segundo antenor. Sabendo que nó 
instante em que 0 maquinista começou a frear o obstáculo estava a 150 
metros do trem, pergunta-se: haverá choque entre o trem e o obstáculo? 


Solução 


Como em cada segundo o trem val percorrer 80% do que percorreu no 
segundo anterior, os espaços percordos por ele em cada segundo 
formarão uma PG de razão q = 80% e a, = 20. Como 0=|q9]<1, a soma dos 


espaços percorridos tem um limite. Temos. 
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Portanto o trem percorrerá menos de 100 metros, & assim, nunça haverá o 
Choque, pois inicialmente à trem estava a 150 metros do obstáculo, 


6.61) Calcule a geratriz da dizima periodica 0,212121.. 


Solução 
x=0212121.,,,=0,21+0,0021+0,000021+...= 


21 21 2 as INE 
. — p em aj e GT — | — | — |, 
100 10000 1000000 10º 40º 10º 


. 21 ] ; 
A seguêncgia | ==, ——=:.... | É uma PG de razão 
q [> | a 


| 

| on 
|] 
| 
O 


Portanto 


5.62) Calcule a geratriz da dizima 0,999... 


Solução 

x=0999. =09+0,09+0009+..= 
EAR? 

Gba sa cod RA 

Dag o Fa 1 3 
i 1 


àssim. 0,909 =1 


Consideremos um quadrado de lado a. Unindo os pontos médios dos lados 
cblemos um outro quadrado. Unindo os pontos médios do novo quadrado 
obtemos um outro quadrado e vamos, assim, procedendo indefinidamente. 
Calcule o limite da soma das áreas de todos os quadrados assim construidos, 


E 
&> 

REP d 

Ed 


6.63. 
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Solução 


t 
Sendo ( a medida do lado de um dos quadrados e x a medida do lado do 


quadrado seguinte, temos; 


2 2 2 2 2 
e =(5) (5) =Se = 
4 4 4 


Mas, (> é a área do quadrado cujo lado mede ( e x é a área do quadrado 
cujo lado mede x Vemos, então, que de um quadrado para O seguinte, a 


; ã 1 ads ; 
área é multiplicada por 2: Portanto, a sequência das áreas é uma PG de 


mA E 
razão 2 e primeiro termo a; = az. 


2 2 


ns ab cos 
ima A i 2a 
2 2 


6.64) Calcule o limite da expressão 


vavavava .. 


onde a > 0, quando o número de radicais aumenta indefinidamente. 


Solução 
Eras À RD E E p EA UP OM 
Javadado ..zat.aº.ab als... ca? 48 16 
/ 1 1 
Tr GALO PR E 
Mas: im[2+5+8+58*)==27- id 
2 “e 


Assim: lim AEE =a'=a 
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Exercicios p ropostos 


6.85) Calcule o limite da soma dos termos da PC: 


(so; - as; 1º...) 


Ny f 


5.863 Calcule ss 3.27" 
Aa 


8.87) Sendo a > 4 calcule 


6.68) Calcule sen/ 2, E. EPE 
6 1B 54 


6.69) A soma dos termos de uma PG infinita é igual a 10 e O primeiro termo é 
iguala 6 Calcule a razão. 


8 70) Seja x um número real não nulo. tal que 4 <x < 1 Calcule a soma: 
x 6 20 atenda. 
6 71) Numa PG infinita à soma dos termos de ordem ímpar é 54 e a soma dos 
termos de ordem par é 36. Determine a PG, 

6.72) Resolva a equação: 


ae 
X+— +02 + +... = BO 
a TE “ Ba * 
6.73) Um liângulo equilátero tem lado medindo 20. Ligando os pontos médios dos 
lados oblemos um outro trângulo equilátero. Ligando os pontos médios dos 
lados do novo triângulo, obtemos um dutro trângulo equilátero e, assim, 
Vamos procedendo 


indefinidamente. Calcule a soma dos perimetros de 
todas 95 lriângulos assim construidos. 
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6.74) Calcule o limite da expressão; 


des dos dade 


coma > Dehb > 0, quando o número de radicais aumenta indefinidamente. 


68.75) Calcule: 


S= ligados : EP EP A + 
E 3 3º 3º Ed fd 5 5º di 


6.12. PROGRESSÕES ARITMETICO-GEOMÉTRICAS 
Uma sequência do tipo: 
(a (a + na; (ta + 20q); (a + 3n0),..) 


é chamada progressão aritmético-geométrica. 


Eça Os numeros a a +tr,a + 2r;.. formam uma PA de razão re 05 núume.. 
q 9... formam uma PG de razão q. 


Para acharmos a soma Sn dos n primeiros termos dessa progressão, 
usamos um procedimento análogo ao usado na dedução da fórmula da soma dos n 
primeiros termos da Pós (ver tem 6.10): 


“multiplicamos Sn porq e fazemos a diferença Sn - q50 


Exercícios Resolvidos 


& 76) Calcule a soma das n primeiros termos da saquência: 
Tt (SS 7 03, (9) 13: 


Solução 


Aqui temos r=2e9q=3. O termo de ordem n dessa sequência é: 
an= (20 1) 43)! 
Assim, a soma procurada é: 
S=1+33)+563)+ 703) +0(3!) +... +(2n- 33" Ca (an 193" 1) (1 


multiplicando os dois membros de (!) por q = 3, obtemos: 
3Sa= 43) + 3133 + 5(3') + 7139) + (3) +... + (2n— 3)(3"7 3 + (an — KB” (1) 


Subtraindo membro a membra tl) de (|): 
E =1+3(3)+5[32)+ 7(3º)+...+(2n-3)(3*) + (2n-n(3" 1) 


tas, =1(3)+3(32)+5(3º)+...+(2n-3)[3"" e (20-13 


28, =1+2(3)+2(3")+2(3") tosse + 2[3) = [20-13 
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B.7?) 


-25,=1-(2n-1)(3")+ 2[3+32 038 +... 430) 


a[2" "1-4 
RE 
a(3º1-1) 


-28,e1-(2n-1)3" +23] A = 


=1-(2n-1)3" +3(200!-dj= 
=1-(2n-1)3"+3" -3=1-3+(1-2n+1)3º = 
“-2+(2-2n)9" 

Ponanto: 8,=1+En- 13" 


Sendo x > 1 calcule o tímite da soma 


ars a +... 
Ea x* xo 


Solução 


Aou lemr=1e q= a(note que — < 1) 


2a 4 5 

Steps 

ESP OA 

E. io 

1 1 1 1 1 1 x 
se e e Dig cta as 

= rd ad E Fgm 
s[1-1]. + 

| Er, x —1 

x—1) x 
s( x 1 w-1 
RR POR: 

x-1 x—1 


Exercícios Propostos 


6.76) Delermine a soma dos n primeiros termos da sequência 


(1. 2037 33%) (37...) 


6.79) Sendo 0 <x=<1, calcule x+ 2x] + 30 + ax! +... 


5 80) Catcute 5” 
no 
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2n-1 


Exercicios Suplementares 


11.1) 


15.2) 


1.3) 


1.4) 


11.5) 


H.6) 


11.7) 


IB) 


11.9) 


11.10) 


41) 


11.12) 


1 1 

al 4 ã 
Sabend = mit mod 
Sra nte (2n+1)[20+5) (2n+1) (2n+5) 


Caltute o valor da soma: 
1 1 1 | 


RE 


37) “s(9) 709 re mpnes) 


Considere as seguintes progressões qeoméincas: 
a) (2:4; 8, 16; 32) 

ETR) 
b) E a 21 3) 
ce) (2;—4, 8, —18) 
Esbnce os seus gráficos. 


Sabendo que (a, b: c) é uma PA, mostre que 
(a »+ab+b ci+acra bo +bo+c) 
também é uma PA. 


Numa PA de 3 termos a soma de seus termos é iqual a Be a soma dos 
quadrados dos termos é igual a 14. Determine a PA. 


Determine 5 números em PA, sabendo que sua soma ê quala 5 e a soma 
de seus cubos é 2655. 


Numa PA de razão rtemos a, =7 e af = + Determine a,er 


“2 


Soa) 


.te1 


Calcule 


Numa PA, sendo 8, a soma dos n primeiros termos, sabe-se que 57 = Su. 
Calcule Sia. 


Determine o valor de x na igualdade: 
2ra+B+r... + x= 126 


Numa PA o terceiro termo é a + db e o décimo terceiro lermo é a + 24b. 
Calcule em função de a e b a soma dos 16 primeiros termas. 


Numa PA decrescente de 4 termos, a soma dos termos € iguala 22 e a 
soma de seus quadrados é 166. Determine a PA. 


Numa PG temos a + a = 28 e a; + g4 = 175 Determine a razão e 0 
primeiro termo da progressão. 
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1.13) Determine três números em PG sabendo que sua soma é 13 e a soma de 
seus quadrados é 91. 


2 3-242 
1.14) Numa PG temos a, = sES e a, gos ave Calcule &+. 


1.15) À população de cera cidade cresce 15% a cada 6 meses. Se em janeiro de 
1865 a população era de 80 000 habitantes, qual sua população em janeiro 


de 19687 


1,16) Calcule o limite da soma 
pe, 


RR 
o DM fe 


1.17) Considere a sequência (an) definida por 
id 1 mn 
5->(5) 


a) Calcule 3), az e 23 
bj Mostre que (an) é uma PG e determine seu termo geral. 


c) Calcule bz a, 
mn. 


(1.18) Calcule 8º + 122 + 168 +... + 32º 


zo 
11.124 Calcule >on(n+ 3) 
nal 
[1.20] Considere a PG de termo geral, 
ên = 2 ' Edy 
e seja a sequência [b,) definida por 
baz 8 


a) Mostre que [bn] é uma PG e determine sua razão, 


10 
b) Calcule > b. 


noi 


1.21) Determine as geratlrizes das seguintes dizimas periôdicas 


ay 0.444. 
b) 0,252525.. 
c) 0,125125125.. 
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PARTE III | 


Capítulo 7? — Logaritmos 
Capitulo 8 — Propriedades dos logaritmos 
Capítulo 9 — Logaritmos decimais 


Capítulo 10 — Logaritmos neperianos — 
Uma breve historia 


Capitulo ?1 — Mudança de base 


Capítulo 
isa 


Logaritmos 


74. INTRODUÇÃO 


Na primeira parte deste volume, estudamos a resolução de algumas 
equações exponenciais, onde a determinação da incógnita não apresentava 


grandes dificuldades. Faremos uma rápida revisão através de alguns exemplos. 
(Veja o exercicio 1.62.) 


Exemplos 

aj) 2 = 32 

Como 32 = 2º, temos 2*= 2º portanto, x= 5 

5º 4 
b) (5) 25 
pis s” pato E 

Coma 25 "12) , temos (5) (3) : poríianto, x = -2 

o) 7*=Yag 


Como 349 = 7%, temos 7º = 72: ponanto, x - 


4 
d) aí=—= 
VT 


1 1 


Como dia =r 2, temos mn! =a *, portanto, x= ame 
Jz 2 


e) 11 =521º 
Como 121? =112, temos 11º = 122: portanto, x = 242 


Esse lipo de equação pode ser representado, genericamente, pela igualdade: 


onde a e b são números reais positivos ea & 1. 

Devemos notar que as equações examinadas nos exemplos acima 
aprasentaram uma cera facilidade de resolução, pois, foi possivel escrever o 
número b como uma potência de base a de expoente inteiro ou fracionário. mas 
sempre racional. Entretanto, essa mesma lacilidade não ocorre em casos como, 
por exemplo, a=3eb= 16 Sabemos que existe um número regl x tal que 3" = 46; 
à evidente que x não pode ser um número inteiro. Na verdade, nesse caso, x é um 
número irracional e, por isso, sua representação decimal só pode ser escrita 
aproximadamente No exemplo em questão, podemos escrever x = 2,524, pois 
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ada 
A partr do problema enunciado simbolicamente pela igualdade a“ = b surge 
a noção de logaritmo. 
T.ê. DEFINIÇÃO DE LOGARITMO 
Sejam a e b numeros reais posilivos, e à » 1. Nessas condições, define-se. 


Logaritmo de b na base a é o expoente x que satisfaz a igualdade a" = b 


Indicamos o logaritmo de b na base a com a notação log, b. À definição é, 
antão, traduzida pela equivalência: 


log,b=xoat=b 


Exemplos 
ai log232 = 5, pois 2º = 32 
Db) loga27 = 3, pois 9º = 27 


1 ' < 1 
end CT o pa 
3 logo To | pois 10 o 


= 
» log, 25 = -2, pois [5) = 25 
5 5, 


4 E E 
e) log, $11= 3 pois 112) = 3/1 


- 1 = 
 tog a? = pois (7) DR 
9) log,31=0D, pois 13º=1 


Observações 
1?) Nomenclatura: na igualdade loga Db = x, x & o logaritmo, a chama-se 
base e b chama-se logariimando. O número b pode, também, ser 
chamado de antilogaritmo e ser indicado pela igualdade: 


b = antiloga x 


2”) Uma convenção: quando se omite a base a, escrevendo-se apenas log b, 
subentende-se que a base é a = 10. Os logaritmos de base 10 chamam-se 


logaritmos decimais. 


3") Existência do logaritmo: a definição de logaritmo faz restrições aos 
valores do logaritmando b e da base a. ÃO escrevermos a expressão 
loga D, devemos, sempre, lembrar que são necessárias as condições: 
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isto &, 


à condição a > O (como vimos anteriormente), é necessária para que a 
expressão a” tenha significado, qualquer que seja O expoente rea! x. Além disso, 
sendo a >» O, resulia sempre a” >» O e por isso mesmo torna-se necessária a 
condição b > O, sem o que não seria possivel a igualdade a” = b Por outro lado, a 
condição a = 1 também se faz necessária pois, como 1º = 1 para todo x, se 
tivéssemos a = 1, então o Único valor possivel para b seria também 1 e q conçeito 
de logaritmo, nesse caso, perdera qualquer interesse. 

7.3, CONSEQUÊNCIAS IMEDIATAS 


Sejam a, Db e c números reais positivos (a + 1) e «q um número real 
qualquer. 
Da definição de logaritmo, são imediatas as seguintes conclusões: 


Evidente, pois, para todo a, al=1. 


HT) log, a =1) 


Decorre, imediatamente, de fato a'=a. 


(tv) lata” =p 


De fato, se fizermos loga b = x, teremos aa? = a” =b. 
(v) |Se log;b=log,c, então b=c 
Como loga b = logs c, podemos indicar ambos os logaritmos com a mesma 
letra x: 
logab-x e logal=X 


Então, pela definição, temos: 


cuseja b=c. 


Nota: É imediato que a reciproca também é verdadeira, isto é se b = c, então 
loga b = logs ce, onde a, be c salisfazem as condições de existencia. 


145 


7.4, RESUMO 


Exercicios Resolvidos 


7.1) Calcute tog, 427 
5 


7.2) 


Za) 
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Solução 


Fazendo log, 27 = 
E 


portanto x = log, 4d 
5 


Definição : 
logaDb=x a" =b 


Condições de Existência : 
b>0Qa>0e2a=1 


[Consequências da definição : 
in log, 1=0 

UN log,a=1 

(lj log,a” =w 

(14) abs? = b 

MW) og, b=log, ces b=e 


x 
x. temos [3] =Y27 qu YFH.3 


x 


3 


10 


Calcule o valor da expressão: 


y = 109, 1+109, 2+3-109; 27-2logs E 


Solução 


Das consequências da definição, temos: 
log, 1= 0, log, 2 = 1, log, 27 = log; 3-3e IDO > =log,52=-2. 


Então, y=0+1+3-[3)-2-(-2) =14 


Calcule o valor de x = 


Solução 


1-0 > so 5 ada 


x=5 


Lembrando que 5085 * 


—1=lbm Z 


E 


É] 


3 
5 


onde 


=2% 


pn 


in] us 


74) Resolva a equação xP tag, x = 18. 


Seclução 


2 é 
Observando que dao = (na?) =(3) = 9, a equação fica: 


9-log,x=180ulog;x=2, onde x=22=4 
Poranto, S = (4) 


7.5) Determine x para que log, 9x = 2. 
Solução 


Se log, éx = 2, temos é =9x oux-9x= O, ou ainda x(x - 9) = O, onde vem 
x=0Q ou x= 9. No enlanto, sabemos que nem oq logaritmando, nem a base 
podem ser nulos; logo, x = O não convem e assim 8 = (9). 


76) Resolva a equação log (7x + 4) = log (5x + 2). 
Solução 


Da consequência (V), temos 7x + 4 = 5x + 2 onde obtemos x = —1, 

No entanto, sabemos que os logarilmandos Tx + 4 é 5x + 2 sá podem 
assumir valores positivos e isto não ocorre quando substituimos x pelo valor 
determinado, o que equivale a dizer que a equação dada não admite 
solução. Então, S = 2. 


7.7) Mostre que se log,b" =p E og b=q(pgax<0), então s Ar. 
Solução 
Se log, b“ =p então a? =b“ (1) 
Se log, b=q, então a“ =b (2) 


2 
De (fje(2y% af =(a"')Y"' ou a? =a'* 
onde p= e e, finalmente, a q? 


78) Resolva a equação 2º! —- 7-3 +2=0, sendo dado log; 2 = 0.631. 


Solução 
Como 3! =2". 3/0 3º = Eid a equação dada pode ser escrita: 
3:(3-7-(39+2=0 
Fazendo, agora, a mudança de variável! 3” = y, temos a equação: 
3y -7y+2=0 
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cujas Faizes sao asd ou v=2 voliando, então, a a y. temos as 


3 
igualdades: 
2x 1 2x 
3 3 a gt=2 
Para à primeira, como 3-3", temos 3º” =3"!, onde 2x = —1; portanto 
XE 


Fara resolvermos a segunda, lembremos a equivalência 
a*=b es x=log,b 

Então. 3” = 2 es 2x = log, 2= 0,531 

onde x =0,315 


Logo. S = [> 0,31 5) 


Exercicios Propostos 


7.9) Calcule 
a) loga 121 9) log,s 625 
DJ logia 11 h) log, Java 
1 
c log; 32 i) og 02? 
Sd) log, 32 D log 0,001 
2 
e3 log, A! k) l099.0625 0,125 
27 3 
D tog,, Y7 1 I0g9,5625 0.75 
7.10) Resolva as equações: 
a) logs x=0 e) log q; (2 = 1)=2 
b) logix= 2 Db loge3=2 
1 
co) loggx= E g) log, 2 = -2 
pe e I 
d) loga (x+3)=1 h) log, 243 = 3 


7.11) Resolva as equações: 
a) loga) x=-2 
1 
| = — 
b) log, 2x 5 
Co) log, -a 4x =2 
d) log (x? = 2) =4 
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7.12) 


7.13) 


7.14) 


7.15) 


7.16) 


717) 


718) 


719) 


7.20) 


Resolva as equações: 

a) 3 logs x=logsx+1 

b) (loga x) —7 logax+ 10=0 
c) 2(logxP—-5logx+2=0 


Resolva as equações: 

a) loga (dx — 3) = loga (2x + 3) 

b) log (2x — 7) = log (x — 9) 

c) logs DC — x) = logs (8x — 14) 

o) loga (x? — 2x) = logsa (10 — 5x) 
Calcule: 
ay 133 
b) qa | 
é) qe 
o) 52%? 


5 


e) 40322 !0046 3 
Calcule o valor de y = log, log log; 128. 


Resolva as equações: 
a) loga log: logia x = O 


bj loga; log loga fx = 1)= 


09] — 


Sendo joga 2 = pe loga 3 = q, calcule: 


Jo [loga 2) + toa | lda * - +] J 
y= : E 


Sendo logab=pelog;ya=uq mostra que p- q=1. 
Resolva as equações: 
a) ia + qnt + qua? =14 J2 


by 52 -4. 5%! =5º 
o 3% 4.397 ,3=0 


Sendo dados loga 5 = 2,322, log 5 = 0,699 E loga 3 = 1.585, resolva as 


equações: 

a) 40%" - die 5 

bj ti. 2 + 5=0 
co PI g. 2" + 15=0 
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e 


Capitulo ] 


E: 


Propriedades dos logaritmos 


Sejam a, b e c números reais positivos, onde a * 1, «ue B são números 
reais quaisquer comb = 0. 


8.1, PRIMEIRA PROPRIEDADE 


loga (DC) = loga b + loga € 


A demonstração dessa propriedade é bastante simples. 
Indicando as expressões loga (bc), loga b e loga c, respectivamente por x. , 
z, devemos provar que x = y + Z. Temos as implicações: 


log, (bc) = x = a” = be 
logab=y > a” =b 
log, C=27 =» a*=c 


Substituindo as duas últimas igualdades na primeira, obtemos 
a'=a'.a! ou a*=a!** 
edaix=y+z 


Exemplos 


a) loga (35) = logz (7 x 5) = logz 7 + loga 5 

b) log 3 + log 2 = log (3x2) = log 6 

c) loga (18) = loga (9x 2) = loga 9 + loga 2 = 2 + loga 2 
d) logs 12 + loge 3 = logs (12 x 3) logs 36 = 2 


8.2. SEGUNDA PROPRIEDADE 
b 
log, (2) = log, b—log, € 


De modo análogo ao que fizemos para demonstrar a primeira propriedade, 
/ 
indicamos as expressões loga | 2) loga b e loga C, respectivamente por x, y eze 


vamos provar que x = y — z. Temos as implicações: 


To 


log b=y > a'=b 
log, c=Z2 = a“ =c 


Subslituíndo as duas últimas na primeira, obtemos 


x a” * F=Z 
E =-- Qua =a 
a 


edaix=y-z 


Exemplos 


— 


O 


o? 


f 
| 


N 


y 
a) loga [= loga 10 - logs 2? = l09g3 10- 3 
! 


b) log; 18 — log; 3 = ogo(5)= logz 6 
e) log [2 |s tog m- tog pa) = log m (log p + log q) = log m log p- log q 
4 


8.3. TERCEIRA PROPRIEDADE 
feja [b) =a-log,b 
De fato, fazendo log,(Dº)= x e loga b =y, lemos 
a*=bteaf=b 
Substituindo o valor de b da segunda na primeira, vem 


x 
a" = [a”) ou a* = a? 


onde x = «y, ou seja log,(bº) =«- loga b 
Exemplos 
a) log; (2)=5 log; 2 


1 
b) 5 “loga 8 = log, [o | = log, Y8 = 094 2 


f 


8.4. QUARTA PROPRIEDADE 
nm 
y 


De fato, fazendo log, D =x e log, b=y, temos 


log, b =—-log,b 


(aff=beaeb 
e daí, af” = a” 
15? 


Assim, Bx=y onde X = 5% isto é, 


1 
09,8; Bb = 7 log, O 
Exemplos 
a) Jogz; x= lo x= Lo x 
2: Dad, Erê E SH 
b) log, 5 =log jº = >-log, 5 = log, * = log, 45 


(22 
8.5. CASOS PARTICULARES 


1º) Inversão do logaritmando 
Na terceira propriedade, na situação particular em que « = = 1, temos: 
log; (b”') = —1-log, d 


islo é, 


log, (E) =-—t09,b 


ou seja, mvertendo-se o fogaritmando, o iogaritmo muda de sinal. 


2º) Inversão da base 


Na quarta propriedade, se tivermos |! = —1, obtemos 


isto é, 


ou seja, Invertendo-se a base, o logaritmo muda de smal. 


Observação 


À expressão — logs b É comumente chamada cologaritmo de b na Base a, 
O que quer dizer que o cologaritmo é o oposto do logarilmo. Fodemos, então, 
escrever: 


1 
k 


co log, b = —109,0 = log, [É] 
/ 
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: 1 á 
cujas raizes são y=5 ou y=2 voltando, então, a a Y temos as 


igualdades' 
1 
qH= = e 38"=2 
3 


Para a primeira, como E 2 temos 3º” =3"', onde 2x = —1; portanto 
n 


Xx=- 

Para resoivermos a segunda, lembremos a equivalência 
a“=b o xelog,b 

Então: 3! =2052x=l09,2=0,631 


onde x = 0,315 


[41 ] 
Lo o 0,315> 
dad E 


Exercicios Propostos 


7.9) Calcule: 
a) log 121 9) logos Y625 
b) logia 11 h) log, Java 
1 : 
c) 10%) 55 ij cada 
d) log, 32 j log 0,001 
2 
1 
e) log, — k) loga 625 0,125 
3 * 
9) ioga; gd D logos 0,75 


7.10) Resolva as equações. 


a) logsx=0 e) log; (x? —1)=2 


b) logsx=-? f loge3=2 
Cc) log 5 X= a g) log 2==» 
e) logo (x +3)= 1 h) log, 2V3 = 1 


7.11) Resolva as equações: 
8) log; X =-2 
1 
b) log, 2x = z 
c) log. 3 dx = 2 
d) log fe? -2)=4 
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7.12) 


7.43) 


214) 


7.45) 


7.16) 


717) 


718) 


7,19) 


7.20) 


Resolva as equações: 
a) 3Slogsx=logsx+ 1 
b) (loga x? = 7 logzx+10=0 
e) Z2(log x" -5logx+2=0 
Resolva as equações: 
a) loga (dx — 3) = loga (2x + 5) 
bj log (2x — 7) = log (x - 9) 
0) logs (x) — x) = logs (Bx— 14) 
a) logiz (é — 2x) = logiz (IO — 5x) 
Calcule: 
iog, 4 5 
a) 13 13 
RR e 
e) pag 3 
e) Pl “loQ,g 3 
Calcule o valor de y = log, log7z loga 128. 


Resolva as equações: 
&) log: log: logia x = O 


b) logz: loga loga tx — 1) = 


CO] — 


Sendo loga 2 = pe loga 3= q, calcule: 


í 1 
e dese [iaga 2) + ga lona 3 + nos Z ] 


Sendo log, b= pe logya=q mostre que p - q= 1. 


Resolva as equações: 

a) 22 +28" + 22 0 14.42 
b) 5** adia quer =5º 

0) 3% 4.38% ,3=0 


Sendo dados logz 5 = 2,322, log 5 = 0,899 e log; 3 = 1,585, resolva as 


equações: 

a) 10% Na E 

by q: 2% +5=0 
e) Po+2) Bt 4 15=0 
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3º) Logaritmo de uma raiz 
Na terceira propriedade, colocando-se « - (no caso em que n é inteira e 
posilvo), temos: 


1 
log, (b7) = “log, b 


log, %b = Log, b 


Não devemos nos esquecer de que raiz é também uma potência, onde o 
expoente é O inverso do indice do radical. 


isto é, 


4º) Caso em que a base é uma raiz 


Na quaria propriedade, colocando-se À =— (no caso em que m é inteiro e 


posilivo). temos: 


isto &, 
0Gç b =nlog,b 


Podemos observar, também, que 


loga b” = log b 


trcícios Resolvidos 


81) Prove, ulilizando o Principio da indução Matemálica, que: 
Iogatbrbads *... Dn) = loga b: + loga bz + loga Dz +...+ log; bn, para todo n 2 2. 
(Generalização da Primeira Propriedade.) 


Solução 
Teorema 1 — Paran= 2, a igualdade dada se escreve: 
loga (b1bz) = loga by + loga D> 
que à verdadeira, já que é a primeira propriedade dos logaritmos, 
demonstrada no ilem B.1. 


Teorema 2Z — Admitindo que 3 igualdade dada é verdadeira para um valor 
n=k(k > 2), vamos provar que é lambém verdadeira para n= k + 1, Em 
oulras palavras, temos como hipótese: 


loga (biD> ... by) = l0g5 Dy + 100 Do +... + logs by 
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e como tese: 
loga (bib> ... biDw=4) = loga Bb, + loga Dz + .. + loga by + loga Dx .1 
sSomemos a ambos os membros da hipótese a expressão loga De. 


loga (byb>... br) + 1095 Dea, = 095 D, + 005 Dz +... + IOO,4D, — [00,Dg «1 


Como o primeiro membro dessa nova igualdade é uma soma de dois 
logaritmos de mesma base, podemos escrevê-lo como o logaritmo do 
produto, assim: 


loga [(biba ... De) * bue]= loga by + loga ba +...+ loga Dk + loga De .1 

ou seja: 

loga (biba ... babe) = loGa Di + 199 ba +...+ loga by + loga Dk -1 

que é a nossa tesa 

Provamos, assim, que o logaritmo, numa certa base, do produto de n 


fatores, todos posiivos, É igual à soma dos logariimos de cada um dos 
fatores, na mesma base, 


8.2) Escreva, na base 10, o desenvolvimento logarilmico da expressão: 
4a 
5 = r 
3" 
Solução 
4 
Basta escrever log S = o(s nº) 


e aplicar as propriedades conhecidas: 


log 8 = log o +loga + log rº = log 4 — fog 3+logr + 3log r 


B.3) Delermine a expressão E cujo logaritmo, na base 2 é 
log; E=3+ 4 logzx+log,y-2?logsz 
Solução 


Devemos intcialmente escrever o número 3 e o logs y como logaritmos de 
base 2: 


1 
3-log,2º e log, y = (og aj Y= 5109 Y 
Temos, então: 


log> E = logo 22 +4 logax+ : log> y — 2 l092 Z 


Aplicando as propriedades vem: 
1 
log, E = log, 8+ log, x* + log, y* — log; 2º 
log, E = log, (8x! Yy] - log, 2º 
(e) 
à 


Pia 


jog, E = log; 


1 
- 


155 


B 4) 


85) 


8.6) 


B.7) 
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(ox) 
ee) 


Portanto. E = 
Z 


Resolva a equação: 
loga (2x — 1) — loga (5x + 3) = —1 


Solução 
Aplicando a segunda propriedade, escrevemos: 
( 2x—1 
I —— |= —1 
063( 5573) 
onde: 
o x 1 = 
“== Ou seja, — = 
idade ES da Qu: E 


Resolvendo, cbtemos x = 6, valor que satisfaz as condições de existência 
dos logaritmos apresentados na Equação, COMO Se pode facilmente vendcar. 
Logo, 5 = (5) 


Dado log: 5 = a, determine loga, 125. 


Solução 
Temos: logs, 125 = lo (5) = 2ieg Bs 
dei 94) E aaa! 


Dado log 2 = 0,477, calcule log 9.000. 


Solução 
Como o logaritmo dado & de base 10, devemos escrever à número 9.000 


como um produto de potências de bases 3 e 10, que são os elementos 


conhecidos no problema. 
Então. 
2 000 = 9(1.000) = 3º 10º 


Temos assim que: 
tog 2.000 = log(3? - 10º) = logt3?) + log (10) = 2 log 3+3= 
=2-0477+3=3,954 


Adolando logs 2 = 0,63 e logs 11 = 2,18 calcule og: (5558) 


Solução 
Sabemos que 
Í 
r—— | = —| 19365 
(99 rose | = 108 
Decompondo 1 936 em fatores primos, obtemos 1936=2º. 41º e assim: 


loga 1 936 = logs (2º :112) = logs (2º) + logs (112) = 4 loga 2 + 2 loga 11 = 
=4-0,63+2-2,18-6,88 


Então, log, [755] = =5, 88 


88) Sendo log (a+b)=pe log (a— b?) = q. calcule logl 222] 
Solução 
H 2 
log[ 2+8 1.1 [a+b a+b| (a-b) 
va-b) “|a-b a+b | a” tp” 


= log(a +b)/-tog (a? -b*)=2-log(a+b)-logja” -b?)= 2p-q 


B9) Resolva a equação xº2* = 256x). 


Solução 


Como ambos os membros da equação são positivos (note que a condição 
de existência do logarilmo exige x positivo), podemos escrever seus 
logarilmos na base 2: 


loga (x"2*) = log, (256 x?) 


As propriedades nos permitem escrever: 

loga x * loga x = logz 256 + logz Pai 
Temos, então 

tlogz x = 8 +2 log; x 

Fazendo a substituição lbg> x = y, a equação fica. 

y=B+2yousejay —-2y-B=0 
cujas ralzes são y=-Z20uy=4 
Voltando a loga x = y, vem: 


logzx =-2 ou logox= 4 


edaix=27"= 1 oux=2"=18 


E. 
Logo, 5 = (á: 16) 


2.10) às raizes reais da equação em x: W-2uax-—-2n - 1=0existeme são 


log (ab) e log o] Mostre, sem resolver a equação. que b = (102). 


Solução 


Das propriedades de soma e produto das raizes de uma equação do 2º 
grau, temos: 


qr 


811) 
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log(ab) + o9/2] = Za (1) 
og(ab) oa 5.) =-22-1 «11 


Trabalhando com (1), vem: 
loga+*logb+rioga-logb=2ae 
onde 2 -loga=2u e porantologa= u« ouseja,a= 10% (Ill) 
Trabalhando, agora, com (ll), vem: 
[log a +log b]- [log a-logb]=-2a —1 
isto É, 
(log ay —tlogbF=-20 -4 
Como já sabemos que loga = q, tiramos: 
ftog by =0º+20+41 = (u+1 
e dal, 
logbhb= L(w + 1) 


Poranto, 
b = qq fia+ 1 


Escrevendo que b = (s0!º+ By! = po! tor |" 
e aplicando a igualdade (III), obtemos, finalmente 
b=(10:a)'* 

Resolva o sistema de equações; 

flog, x+l0g,y=5 

(09; x-l09, y =—1 

Solução 

À primeira equação se escreve: 

log” (x y)=5, onde xy=22=32 (|) 
A segunda se escreve: 
logo [E] a + onde Leia A (tt) 
y y 2 
Isolando y em (ll y = 2x, e subslituindo em (|), obtemos: 
x-(2X)=32 ou x? = 16 
onde x = 4 ou x = -4 O resultado x = —4 não convem, pois não salisfaz as 
condições de existência dos logaritmos. Então, para x = 4, vem y = 8. 
Logo, S=+(4, 8) 
Outro modo: Poderiamos, também, somar membro a membro as equações 
dadas. obtendo: 
21095 = 4 


onde loga x = 2 e, então, x = 4. 


Na 1º equação, subslituindo logs; x por 2. temos: 
2+logry=5 
onde log; y = 3e, então, y = 8. 


Finalmente. escrevemos 5 = ((4; 83) 


Exercícios Propostos 


8 12) Escreva, na base 10, o desenvolvimento logaritmico de: 


8.13) 


8.14) 


8 15) 


A. 16) 


8.17) 


a an=3*8""! 
Db) E= adodo, a. bec reais positivos 


njn-1| 
cy) P=af.q ? , ajeg reais positivos 
d) S, = t5£e.n, onde nelite(ar+a) eF, 
2. 45 
e E- = 
, n.32.3/7 


Determine a expressão E nos seguintes casos: 
a) log E=log3+log7+Zlogb 
b) logz E = logs a + loga b — 2 log; € 
c) loga E=2 + 095 5 -— loga a — loga B 
1 


di logE=3 + 3 (log à + log bj -5 log (a + D) 


Resolva as equações: 

a) logix— 3) + logix + 2) = log 42 — log 3 

bj) 2logzix+ 1) = logz(x+2)+1 

e) logs (x — 1) = loga [10x — 4) — loga (x + 2) 


d) logs xº + 3 logas x? + 2 logess Xº = 9 


Resolva os sistemas: 


o Eq a 


Sendo loga 2 = a, calcule: 
a) loga, 64 
bj) loga 108 


o) lo Es 
[ni 27 


Sendo log 2 = 0,301 e log 3 = 0,477, calcule: 
a) log5 

b) log72 

c) log 1200 


[log Yx - log Jy = log3 
log; x - 3109, y = —log; 32 |-x?-9y' = 90y 
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8.18) 


8.19) 


8.20) 


8.21) 


8.22) 


8.23) 


8.28) 


B 29) 
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d) log 240 « log 427 
log 15 
Sendo l6g; 2 = 0,84 e logs 5 = 1,46, calcule: 
a logs 10 c) logs 450 


b) logs 2.5 
Sendo log 432 = pe log 648 = q, calcule log 5. 


Sendo loge [./17 —3)= a, calcule logz [47 +3). 
Sendo log (a- bj=me log (Va-db)= n, catcule log (va + db) 


Resolva as equações: 
a) xP E = Oy 


“ 4000 
e) [log x]?! = x? 


Resolva as equações seguintes, conheçcendo-se log 2 = 0,301, log 3 = 0,477 
e loga 3 = 1,585. 

a) 10“=9 

b) (Mio) SE 

co) 2 300*-15-410*+18=0 

dp 2 =p =27]3-27* = 1)=0 


Mostre que, se Irês números positivos eslão em progressão geométrica, então seus 
logarimos de base a, na ordem correspondente, eslão em progressão antmétca. 


No exercicio anterior, se q é a razão da PGer é a razão da PA, qualé a 
relação entre esses números? 


Calcule o número de termos de uma progressão geométrica em que a4 = 4, 
an=i&5eg= 15. 


Calcule a razão q de uma progressão geométrica em que à, = TOSA! 
9n E 1.024 E O número de termos n é dado porn = loga à. 


As raizes reais da equação ax” — acx + b = O existem e são iguais a (a * log. 3) 
e (b - log: b). Mostre, então, que 2”. b? = é 


As raizes da equação x — sx + p= 0 são log a e log b; as raizes da equação É -25x+ 
P = 0Osão log (ab) e log é + Nessas condições, calcule pe P em lunção de se 5. 
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Logaritmos decimais 


9.1. SISTEMA DE LOGARITMOS DECIMAIS 


O conjunto dos logaritmos, numa dada base a, de todos os números reais 
positivos, é o que chamamos de Sistema de Logaritmos de base a. 

No caso particular —- e mais usual — em que a = 10, temos o Sistema de 
Logaritmos Decimais 

Os logaritmos decimais são também conhecidos como Logarntmos de 
Briggs. Foi o inglês Henry Briggs (1561-1630) quem primeiro utilizou o número 10 
para a construção de tábuas de logaritmos”. 


“A primeira de suas tabelas apresentava os valores dos fogaritmos decimais 
dos inteiros de 1 a 1 000 (em Logarithmorum chihias prima — 1617). Em Arithmetica 
Logarithmica (1624), Briggs ampliou a tábua até 20 000 e acrescentou, também, os 
logaritmos dos números de 90 000 a 100 000. Nas duas obras os valores eram 
apresentados com quatorze casas decimais. 


9.2. CARACTERÍSTICA E MANTISSA 


Já sabemos que os simbolos log b e log b são equivalentes. Lembremos, 
também, que se log b = x então 10*= be que log 10º = «q. 

Desta última igualdade é imediata a conclusão de que log b só dará como 
resultado um número inteiro se o logaritmando b for uma potência de 10 com 
expoente inteiro. À tabela abaixo mostra alguns exemplos 
100 = 102 | 1000 = 10º 


0.01 = 102|0,1=10""|1=10º|10= 10! 


Log b 


Assim, um número b, que não seja uma destas potências de 10, terá seu 
logaritmo decimal não inteiro. 

Então, que tipo de número será, por exemplo, log 463? 

Acompanhe com a tabela. Qualquer que seja o valor positivo de b. existem, 
sempre, duas potências de 10, inteiras e consecutivas, entre as quais b está 
situado. No caso sugerido, b = 463 está entre 10? e 10”: 


E 
100 463 1000 
10? < 463 < 10º 


Portanto, o valor de log b deve estar situado entre os valores dos logantmos 
decimais dessas potências (eles nada mais são que os próprios expoentes). 
Vejamos: 
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10? « 463 < 10º 
tog 10º < log 463 < log 10” 
2 <lng463<3 


Observe a ilustração fornecida pela figura abaixo, na qual os valores dos 
logaritmos são colocados em um eixo. 


log 10) =3 
tr—* log 483 


og 10º = 2 O 


-4 


Temos, então, que log 463 é igual à “pouco mais” que dois, isto é, é igual à 
soma de uma parte inteira (2), com uma parcela decimal que representaremos por 


Dm. 
log 463 =2 + Om=2m 


Passemos ao caso gera! Dado b > O, existem as potências 10º e 10º" " com 


€ inteiro. tais que 
10º <b< 108" 


E E 
108 b 10º*1 


Consequentemente, o logariimo decimal de b estará siluado entre os 
loganimos decimais destas potências: 
log 10º < log b < log 10 


ea | 


€+1 


Pad LC 
a: caracteristica 


do log b 


mantissa ar 


do log b 
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isto é, 
[o <logb<c+1] 


o que indica que log b & igual à soma de um número mleiro € com uma parcel 
Om, não negativa e menor do que 1. 


log b=c+ Om | 


Sob essas condições, definimos: 
O número c chama-se característica do log b 
O número 0,m chama-se mantissa do log b 


a) com aproximação até a 4º casa decimal, se log b = 4,5736. escrevemos 
logb=4 + 0,5736 
Então para log b, a característica é c= 4 e a mantissa é Om = 0.5736 


Exemplos 


Db) com aproximação até a 7º casa decimal, temos 
log 853 = 2.9309490 = 2 + 0,9308490 


Então. para log 854, tem-se c=2 e Om = 0,9309490 
Insistimos, nesse ponto, que: 


E caracteristica é o maiar número inteiro que não supera o valor do lngaritme 
o que 


[a mantissa é sempre um número positivo (ou nulo) e menor de que 1.] 


Fizemos essa repetição dos conceitos de c e Dm para prevenir um erro 
muito comum nos casos em que o logaritmo tem valor negativo. Vejamos 
os exemplos: 


c) com aproximação de quatro casas decimais, temos log 0,0632 = -1.1993. 


—1,1993 —» À 


Ls 
caracteristica e” 
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Um aluno apressado poderia responder que c=—1 e U,m = 0,1993; isto é 
absolutamente falso. pois a caracteristica, sendo o maior número Inteiro 
que não supera o valor do logarilmo, não pode ser —1 e, sim, -2 fveja a 


figura acima). Além disso, como -1,1993 = = -1 — 0,199853, a manlissa 
dada pelo aluno &, na realidade, negativa. o que contraria definição. 
Fara a caracterislica, o valor correto é c = -2. Para oblermos o valor 


correto da meantissa. podemos escrever 
log 0.0532 = —1,1993 = —2 + O,m 
e dai liramos 
Om=2-1,19893 
onde 
Om = 0,8007 


Portanto, para log 0,053Z, tem-se c=-2 e Om = 0,8007 


d) com aproximação de cinco casas decimais, temos log 0,00225 = -2, 64782. 
Como o maior Inteiro que não supera —2,b4782 é —3, temos c = 3 E 
EScrevemos 


log 0,0027225 = -2,84782 =-3 + Om 
Dai ramos 
Om=3- 2,6864782 
ande O,m = 0,35218 


rt —2 BATB? 
lia caracteristica 


Fortanto, para log 0,00225 tem-se c= Se Om= 0,35218 


Observação 


Uma regra para a obtenção da característica e da manlissa, quando q 
togarnimo daço é negativo, pode ser enunciada se retormasmos os dois últimos 
exemplos: 


c) log 00632 = —1,1993, onde Rad 
|0,m = 0,8007 
Fazemos 
-11993 = -1-0,1993 = 1-1 +1--0,1993 = -2 +0,8007 
o im - “om. 
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d) log 0,00225 = -2,54782, onde A a 
Om = 0,35218 
Fazemos 
-2,64782 = 2 -(,84782=-2-1+1-0.64782=-3 -0.35218 
E Em E Dem 


Então, se temos um lagarnimo negalivo fog b =-C, M, fazemos 
log b=-CM=-C-0M=-C-1+1-0,M 


————— — —— 


L úm 
E, assim, sua caraçleristica c e sua mantissa Om são 
c=-C-1 
dm=1-0M 
Por exemplo, para log b = —4,5678B, tem-se 


ca-4-1=-5 
Qm = 1-0,5678= 04322 


3.3. NOTAÇÃO NISTA DOS LOGARITMOS NEGATIVOS 


Nos logaritmos negativos, para que a leitura da caracteristica e da 
mantissa possa ser ferta sem qualquer cálculo, é conveniente o uso de uma 
notação especial, que explicaremos usando o exemplo d do tem anterior. onde 
tinhamos 


log 0,00225 = -2,64782 =-3 + 0.35218 


c Qum 
Escrevemos 
log 0,00225 = 3,35218 


onde o sinal O sobre o número 3 significa que apenas a parte inteira é 
negativa, isto é 


3,35218 = —-3 + 0,35218 


Assim, a notação cm significa 


EA 
lem = -E + Om] 


Então em log b = Dia por exemplo, temos c=-2e Om= 07118. 
Chamamos a atenção do leitor para a diferença entre, por exemplo, —5.3971 
e 5,3971; note: 
—5,3971 = -5 — 0,3971 


53971 = -5 + 0,3971 
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Exercícios Prapostos 


9.1) Complete as igualdades: 


a) emlogb= 02314 c= eUm= 
b) emlog b=6,3112:€= e 0Om= 
c) emlog b= 12310 c= emas 
d) emlog b= 7,1212: c= elUm= 
2) em log b=-0,3516: c = eOma 
ft) emlogb = -3,9899: c= e Om= 


92) Elelua as operações indiçadas, dando a resposta nas formas mista é 
comum, quando o resultado for negalivo: 


a) 2.23+1,46 
b) 342-5,88 
c) 3x4,32 
a 


9.4. DETERMINAÇÃO DA CARACTERÍSTICA 


Já sabemos que, para todo b > 0, tem-se log b = c + Om. Conhecendo-se O 
valor de b, a caracteristica c pode ser determinada pelo mesmo processo que 


ulilizamos para defini-la. “cercando” b com duas potências inteiras e consecutivas 
de 10 


Exemplos 
a) se b = 862,13, então 10º < b < 10º; portanto, log b está entre 2 e 3. 
Assim, C = 2, & podemos escrever 
log 862,13 = 2 + Qm 
b) se b = 00128, então 10“ «b «10, portanto, log b eslá entre -2 e +, 
Assim, E = -2, €é podemos escrever 
log 0,0128=-2 + Om 
Regras Praticas 
Apesar desse processo ser bastante simples, é possível estabelecer regras 
práticas para se obler c apenas pela observação do logarilmando b. 


Acompanhe com o exemplo a): o número dado b = 862,13 é maior do que 1 


& apresenla Irés algarismos antes da vírgula. A caracteristica de log 862,13 é c=2. 
Aqui, a regra é a seguinte: 


Se b> 1, a característica de log b é obtida subtraindo - se uma unidade 


do número de algarismos que b apresenta antes da virgula. 
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Acompanhe, agora, com 6 exemplo b): o número dado b = 0,0128 e menor 


do que ? e apresenta dois zeros antes do primeiro algansmo não nulo. A 
caracteristica de log 0.0128 é c = —2. A regra, aqui, é a seguinte 


Se b<1,a caracteristica de log b é igual ao oposto do número de zeros | 
que b apresenta antes do primeiro algarismo não nulo. 


Exemplos 

c) a caracteristica de log 25,3 é c= 1 

d) a caracteristica de log 7432314 é c=3 

e) a caracteristica de log 0,273 é c = —1 

f) a caracteristica de log 0,000531 é o = —4 


: | 

Vamos, agora, justificar essas regras Inicialmente, lembremos que (ço 

sida +: 
inteiro) 


se 10? x b<10º*", então a característica de logbêc=p 


Para justificar a primeira regra (válida para b > 1), observemos que 

19) se 10º < b< 10" então e = O; mas todo número entre 1 e 10 tem um 
algarismo na sua parte nleira 

29) se 10! < 


< b< 10º entãoc=1;mas todo número entre 10 e 100 tem dois 
algarismos na sua pane inteira 

3º) se 10º < b< 10. então c = 2: mas todo número entre 100 e 1 QUO tem 

três algarismos na sua parte inteira 


De modo geral, se 10” < b< 10º" 


tnehN) entãoc=ne além disso b tem 
n + 1 algarismos na sua parte inteira 


Isso mostra que relação existe entre a caracteristica c e o número de 
algarismos da parte inteira de b > 1. 


Se [número de algarismos da parte inteira] = pentão tem-se c=p — 1) 


Para justificar a segunda regra (válida para b < 1), observemos que 
1º) se 107! « 


b < 10º, então c = —4: mas todo número entre 0.1 e 1 tem um 
zero antes do primero algarismo não nula 


2º) se 10? £ b< 10", então c =-2; mas todo número entre 0.01 e 0,1 tem 
dols zeros antes do primeiro algarismo não nulo 


De modo geral, se 10” < 


b<10"*'fneNj então c=-ne, além disso, b 
tem n zeros antes da primeiro algarismo não nulo. 


Isso mostra que relação existe entre a característica c e v número de zeros 
que precedem o primeiro algarismo não nulo deb < 1 


Se fjnúmero de zeros que precedem o primeiro algarismo não nulo) = 
então tem-se c= -p 
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3.5. PROPRIEDADE FUNDAMENTAL DA MANTISSA 


Se dois números positivos b, e b,, em suas representações decimais, só 


diferem pela posição da virgula, então seus logaritmos decimais têm a 


mesma manlissa 

Vejamos um exemplo. 

Seb, = 35732 e b;= 3573,2, então log b;, e log b; têm a mesma maniissa. 

De lato, notando que b; = 1 000 b; 
temos log bz = log (1 000b,) = log 1 000 + Jog b,, 
onde log b2= 3 + log Db; 

Então, se log b, = 2 + 0.m, vem que 

log bp=3+c+0m=(c+3+ Om 
ou seja log 3,5732 e log 3573,2 têm a mesma mantissa. 

vamos, então, demonstrar a propriedade para o caso geral 

Seja log b; = c + Om, isto é, log b; tem caracteristica c e mantissa O,m. 

Dizer que b, e b; diferem apenas na posição da virgula é o mesmo que dizer 
que b> & igual à by multiplicado por uma potência inteira de 10, isto é, existe um 
inteiro n tal que 

bz = 10º - Ba 
Temos, então 
log bz = log [tQ” b;) = log 10" + log b; 
ou seja, log bz = n+ log b; 
como log b, = c+ Om vemlogb;=n+c+Qm 

Como ne csão inteiros, log b; tem caracteristiçan + ce mantissa ô,m. 

Assim. log by, & log bs têm a mesma manlissa. 

Exemplificando, mais uma vez: 

Com aproximação até a 4º casa decimal, a mantissa de log 837,56 é 0,9230. 
Assim, log 8.3756: log 0.83758. log 8375,5:; log B375600 e log 0,0083756 têm 
maniissa 09230, suas caracteristicas, no entanto, são todas diferentes. 

Observemos 

log 837,55 = 2,9230 
log 8,3756 = 0,9230 
log 0,8375858 = 19230 
log B375,6 = 3,5230 
log 8375500 = 5,9230 
log 0,0083756 = 3,8230 


2.6. USO DA TÁBUA DE LOGARITMOS 


No final desle volume há uma tabela denominada Tábua de Logaritmos. 
Os números ali existentes são, apenas, os valores das mantissas, isto É, para 
um certo número N, a tâbua formece a mantissa do fog N, com aproximação de 
quatro casas decimais. (As caracteristicas são facimente determinadas com as 
regras vistas anteriormente ) 

Veja uma reprodução das Iinhas iniciais e finais da tábua, 
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Tábua de Logaritmos Decimals 


Você nolou que a tábua começa com N = 100 e termina com N = 999: no 
entanto, utilizando a propriedade fundamenta! da manltissa, é possivel conhecer as 
manlissas dos logaritmos de números N que não conslam da tabela. Por exemplo, 
para delerminar a manlissa de log 12, lemos na tâbua a de log 120; para 
delerminar a maniissa de log 98,3 procuramos, na lábua, a de log 983, 

São dois os problemas fundamentais que envolvem a tábua de logaritmos: 


1º problema: Como calcular o logaritmo decimal de um número dado. 
2º problema: Como calcular um número, conhecendo o seu fogenimo 
decimal. 


Usaremos alguns exemplos para esclarecer as soluções desses problemas. 
Sua leitura deve ser acompanhada com uma consulta à tábua, sempre que esla for 
citada. 


1º problema: Como calcular o logaritmo decimal de um número dado. 


Exemplas 


a) Calcule log 637. 
À caracleristica. pela regra prática, é c = 2. Na tábua, diante do numero 
637 (linha do 63 e coluna do 7), lê-se 8041, o que quer dizer que a 
mantissa é O0,m = 0,8041. Assim. 


log 637 =c+bm=2+0,8041=2,80di 


b) Calcule log 4,42. 
A caracteristica é c = Q. Para acharmos a manlissa, devemos procurar, 
na tábua, o número 448 (linha do 44 e coluna do 8). pois, pela 
propriedade fundamental da mantissa, esta É a mesma para os 
logaritmos de 448 e de 4,48. Oblemos, então, Om = 0,65 13. Ássim, 


lag 4,48 =c+0m=0+0,6513=06513 
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c) Calcule log 44 800. 
A caracteristica é = 4. À mantissa de log 44 B00 é a mesma de log 446, 


já obtida no exemplo b): Om = 0,6513. Assim, 
log 44 800 =c+0Om=4+ 0,6513=4,6513 


q) Calcule log 000448. 
A característica & c = —3 À mantissa (mais uma vez não levando em 
conta a posição da virgula), é a mesma de log 448: Dm = 0,6513. Assim, 


log D,00448 =c+Um=-3+0,8513=-23487 
(poderiamos, também, responder na forma log 0.00448 = 3,6513 +). 


e) Calcule log 84,642, 

A caracteristica é c = 1. Quanto à mantissa, mesmo não levando em 
consideração a posição da virgula, não conseguimos obtê-la, pois o 
número 84642 excede a “capacidade” da nossa tabela, que só vai até 
999. O processo que vamos descrever para contornar esse problema é 
conhecido como INTERPOLAÇÃO. Vamos calcular a mantissa 
correspondente ao número 846 d2. Procuramos, na tábua, as manlissas 
correspondentes a 245 e 847; lemos então: 


BAR — 9274 

Bá? — 9279 
Vê-se que o acréscimo de 1 unidade ao número B46 acarreta um 
aumento de 5 unidades no valor de m, Ora, o número 846,42 


corresponde a 846 com um acréscimo de apenas 0,42. Com esses 
acréscimos, construimos a seguinte regra de três. 


acrescentando a o valor de m 
1 5 
Q42 RR 


1 5 : 
042 as ou seja, x é 2,10 


Portanto, como x é o acréscimo, o valor de m procurado é 
a274 + 2,110 = 9276,10 = 9276 
ou seja, a nossa mantissa é Om = 0,92765. 
Finalmente, temos 
log 84,642 = 1 + DQUZ76 = 1,9276 


Dai vem que 


2º problema: Como calcular um número, conhecendo o seu logaritmo decimal. 


Exemplos 


B O Calcule b, sendo log b = 1,5263. 
Temos que c= 1 e Ôm = 0,5263. Na tábua, localizamos 5263 que É O 
valor de m correspondente ao número 3365 (linha do 33 e coluna do 6). 


TED 


Falta, agora, colocar a virgula, o que fazemos com base na 
caracteristica: como c = 1, sabemos que o logaritmando b tem dois 
algarismos antes da virgula. Logo, 


b=33.5 


9) Calcule b, sendo log b = 3,9595. 
Temos c=-3e Qm = 09595, Na tabua, para m = 9595, encontramos o 


numero 911. Como c = -3, sabemos que o logariimando b tem três 
zeros antes do primeiro algarismo não nulo, Logo, 
b = 0,00911 


h) Calcule b, sendo log b = —0,2834. 
Conforme a regra vista no final do tem 9.2, temos 


c="C-1=-0-1=+ 
Om=1-0,M=1-0,2934 = 07166 


Na tábua, não encontramos, para m, o valor 7166. Os valores 
imediatamente abaixo e acima de 71686 são 7160 e 7166, com as 
seguintes correspondências. 


T1BQ — 520 
TIB8B — 527 
É claro, então, que 7186 corresponde a um número entre 520 e 521. 


Vemos, no quadro acima, que um acréscimo de B unidades no valor de 
m acarreta um acréscimo de 1 unidade ao número correspondente. 


Ora, m = 7166 corresponde a 7160 com um acréscimo de 6 unidades. 
Construimos, então, a regra de três: 


Se m aumenta o número comespondente 
E 
B 1 
5 x 


Dal vem que Ê = = qux=0Q75 


Portanto, o número proçurado & 
520 + 0,75 = 520,75 


faltando, agora, deslocar a virgula para a posição correta. Como c = —1, 
temos, finalmente 
b= 0,52075 


9.7. CÁLCULO APROXIMADO DE EXPRESSÕES NUMERICAS, COM AUXÍLIO 
DE LOGARITMOS 


Os logaritmos se prestam a uma grande variedade de aplicações práticas. 
Vejarnos, através de exercícios, algumas delas. 
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Exercicios Resolvidos 


93) Calcule x= “l(52,3)" 


Solução 


Calculemos, inicialmente, log x 
1 3 
log x = log 2/(52 = 
9x = log3/(52.3) = log 52,3 
Com o auxilio da tábua, temas que log 52,3 = 1+ 0,7185 = 1,7185, onde 
log x n 5-47185 


OU Seja, 
log x = 1,0311 


Recaimos agora no problema de calcular o número x, conhecendo seu 
logaritmo decimal. Temos c = 1 e Om = 0,0311. Como não encontramos 
m = 0311 na tábua, dela tomamos 


0294 > 107 
0334 — 108 


onde vemos que um acréscimo de 40 unidades no valor de m acarreta um 
acréscimo de uma unidade ao número correspondente, como 0311 e igual a 
0294 com um acrescimo de 17 unidades, vem a regra de tres: 


se m aumenta à número correspondente 
de aumenta de 


4d 4 
= | (5 ES 
. 40 


1 
Dai > =— 
al id 


E O número procurado é 107 + 0,43 = 107,43. Como c = 1, x tem dois 
algarismos antes da virgula. Logo 


x=8(52,3) = 10,743 


9.4) Resolva a equação2,72 x*- 18 =0 


0,43, 


ldt 


Solução 


isolando x. tamos 


x = 18 ou Ke! IR Ye 
2,72 2.72 9272 
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95) 


Tomando. agora, log x, vem: 


E 


Je te 
Corn o auxilio da tábua, temos os valores 
log 1,8 = 0 + 0,2553= 0,2553 

log 2,72 = 0 + 0,4346 = 0,4346 

Então, 


|- log$A,8 — log 32,72 = Flog18-Slog2,72 


, 
logx = log] 


1 1 
log x = 60:2553- + -0,4346 


ou seja, Jog x = —0,1023, onde 
E==0-1=—1 
Om=1-0,1022 = 0,8977 
Como não encontramos m = 8977 na tábua, dela tomamos 


B976 — 790 
B982 > 791 
e construímos a regra de três: 
Se m aumenta o número correspondente 
de aumenta de 


5 1 
| gi 


.0useja,y = 0,1? 


e o número procurado é 790 + 0,17 = 790,17. 
Como c = —, x tem um zero antes do primeiro algarismo não nulo. Logo, 
x = 0.79017 
e o conjunto solução da equação é 
o = (0,79017) 


Quantos algarismos tem o número b = 2%? 
Solução 
Temos 
log b = log 2 = 45 - log 2 
Com o auxilio da tábua, escrevemos log 2 = 0,3010 
Então, 
log b=45- 0,3010= 13,5450 


Vemos que a caracteristica de log b é c = 13, portanto, b = 2º tem 14 
algarismos. 
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Exercicios Propostos 


4.6) Determine o logaritmo decimal de: 
a) 111 
bj 74,9 
Cc) 2.35 
dj 0,123 
e) 0,00457 
np 00821 


97) Calcule 
a) log 73426 
b) log 0,0794931 


q.B) Calcule b, sendo: 
a) log b = 1,1818 
bj tog b = 3,9479 


c) log b= 2,7649 
d) log b = -3,1979 
9.9) Calcule b, sendo 


a) log b= 0,5151 
b) Jog b = -1,3257 


9.10) Calcule o valor aproximado de x, nos seguintes casos: 
as x=854,6 


b) (7.927 .xº-464,9 =0 


9.11) Determine o número de algarismos de 
a) m 105 
b) 3% 


3,12) Quantos zeros iniciais tem a representação decimal de 
a) ride 
Bjs2= 
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Capitulo 


Logaritmos neperianos 


10.1. LOGARITMOS NEPERIANOS 


No capitulo anterior, demos atenção exclusiva aos logaritmos decimais, para 
os quais até publicamos uma tabela especial. Entretanto, nas aplicações dos 
loganitmos em problemas de nivel superior, é de maior importância o Sistema de 
Logarilmos Neperianos. 


Os logaritmos neperianos ou logaritmos naturais são os que têm, como 
base, O número irracional e, cujo valor aproximado é: 


e = 2,71828182845916 


O logaritmo de um número b > O, na base e, pode avideniemente ser 
representado por log b:; no enlanto, a notação usual é én b, isto é, 


tn b=log,b 


Então, se por exemplo escrevarmos én 2, podemos ler logariimo ce 2. 


base e, ou logaritmo neperiano de 2, ou ainda, fogantimo naluraí de 2. 
O nome logaritmos naturais deve-se ao falo de que muitos fenômenos da 


nalureza podem ser descritos por leis matemáticas, em cuja expressão comparece 
0 número &. 


Exemplos 


a) Para uma dada substância radiativa, a massa m que se desinlegra em 
um intervalo de tempo t é dada por uma expressão do lipo: 
m = A-efl 


onde à e w são constantes caracteristicas da substância considerada, 


b) Um corpo que vibra, como uma mola ou um pêndulo, oscila com uma 
amplitude que decresce gradualmente, devido à viscosidade do meio. À 
amplitude das oscilações É dada em cada instante t pela expressão 


Y 
t 


Ae? 
onde y é a frequência angular natural sem amortecimento e A & uma 
constante que depende das condições iniciais do movimento. 


c) O potenciai elétrico V produzido por um filamento reto e muito comprido, 
com uma carga À por unidade de comprimento, é dada por 
Vs Ea e tn R 
27 E 
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onde e, é a chamada permissividade do vácuo e R é a distância do 


ponto considerado, até o filamento. Note-se a presença do número e, 
como base do logaritmo. 


10,2, UMA BREVE HISTÓRIA 


O nome logaritmos neperianos surgiu em reconhecimento ao trabalho do 
matemático escocês Neper 

John Neper (ou Napier) (1550-1617) é considerado o criador dos 
logaritmos, em cuja invenção trabalhou cerca de vinte anos, publicando, em 1614, 
o “Mirifici Logarnithmorum canonis descnplio"' e, postumamente, em 1619. o "Mirifict 
Logarithmorum canonis constructio"?. 

Na primeira obra, Neper descreveu seu sistema de logaritmos e algumas 
aplicações, na segunda, fez a exposição dos mélodos utilizados para construir 
suas labelas. 

Histoncamente, é importante citar que Neper não tinha o conceito de base. Mas, 
interpretando sua obra em conceitos e palavras atuais, se dividirmos os números de 
suas tabelas por 10”, temos uma tábua de logantmos cuja base é o número 


16? 
) 


- » E jaifes sas 1 
(0. 9999999 + QUE, Com aproximação de sele casas decimais, é igual a = 


rá 
(0,9999999) = 0,3678794 


Maias Si a 
a 2,7152818 


1, "Uma descrição da maravilhosa regra dos logaritmos 
2. "A construção da maravilhosa regra dos logaritmos.” 


= 0,3678794 


Um encontro importante 


A publicação de Neper, de 1814, fez sucesso, e produziu admiradores. Entre 
eles, Henry Briggs (de quem falamos no capitulo anterior). 

Em 1615, Briggs foi à Escócia encontrar-se com Neper, e estudaram 
possiveis modificações no método dos logaritmos, enlre as quais, o uso do número 
10 como o número que, modernamente, chamamos de base Neper já havia 
pensado no problema - proposto por Briggs — e concordou. Mas, já não tinha 
condições para desenvolver a idéia (morreria dois anos depois). Coube, então, a 
Briggs, a construção da primeira tabela de logaritmos decimais. 


10.3. MUDANÇA DE BASE 

Conhecemos bem a tabela dos logaritmos decimais Mas, uma pergunta 
surge naturalmente: como calcular os logarilmos neperianos, ou outros logaritmos 
que tenham bases diferentes de 10? Por exemplo, como calcular (nã ou log; 23 ou 
l0g,8? 

É clara. portanto, a necessidade de uma fórmula especial que relacione 


logarntmos de bases diferentes. À fónmnula é: 
log, b = log b 
log, a 


e sua dedução é o assunto do nosso próximo capitulo. 
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Capitulo 


mn 


= T— 


Mudança de base 


11.1. DEBUÇÃO DA FORMULA DE MUDANÇA DE BASE 


Sejama he c números reais positivos, com a e c diferentes de 1. 
Vamos tentar resolver a seguinte questão: 
“Qual a relação entre loga Db e loge 0?” 
Representando log; b & log. b pelas letras x e y. temos: 

logb=x=2"=b; log b=y=>C =b 
Obtemos, então, a” = ç”, e daí podemos escrever: 

log; a” = log &” 

Então, x logea=y 


DU ainda x = e E 
log, a 


Como x = loga b e y = loge b, obtemos: 


log. b 


log, b = —E— 
2 loga 
que é a chamada fórmula de mudança de base 


Esta igualdade permite resolver o problema levantado ao final do capitulo 
anterior, de calcular logaritmos de bases diferentes de 10, transformando-os em 
logaritmos decimais. 


Exemplos: 
a) Calcule log 23. 


Podemos escrever: 


log, 23 
log, ? 


Com o auxilio da tábua, obtemos: 
log 23 = 1,3517 e log 7? = 01,845 


log; 23 = 


Então, 
13517 
08451 


log; 23 = = 1,6113 
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b) Calcule én 3, 
Temos: 


im 3= log, 3= Ono 


OS ja E 
Com o auxílio da tábua, obtemos log 3 = 0,4771 e logme = log 2,7182 = 
04343 
Então, 
Q4771 
tn 3 q 4343 10985 


E claro que a fórmula de mudança de base não tem seu uso limitado apenas 
à passagem para logaritmos decimais, ela pode ser utilizada para uma base 
qualquer, à conveniência do problema que se estã resolvendo. 


Exemplos 


a) Calcule logs &, sendo dado log; 7? = 2,074, 


Fademos escrever: 
— Vo9g,8 — log;2º duo SAD o cidade 0 cs 
09214 log,(2-7) log;2+l09g,7 1+2,6074 


109,4 8 


ie 3,8074 = 07879 


b) Calcule log> 0,75, sendo dado loga 2 = 0,5309. 


Escrevemos: 
3 
169, 0.75 COS, 094 log3-l0g,4 1-2109,2 
au 109, 2 log, 2 logs 2 Momo 
1-2-[0,6309 
Ez PSeaisE oa) =-9,4150 


QEI0S 


11.2. CONSEQUÊNCIAS 
1º) Inversão do logaritmo 


Se, na fórmula 


log. b 
log, b = — 
Ja log, a 
fizermos c = b, cbleremos: 
| 
0%, D = eg» 
log, a 
Portanto, 
| 
log, b = 
Ja log, à 


isto & a troca de posições entre a base e o logaritmando inverte o valor do 
logaritmo. 
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Por exemplo, se loga Db = -, então logp a = 


bjo 


2º) Produto de logaritmos 


A fórmula de mudança da base pode ser escrita 


[ioga blog. a =l09 b] 


onde vemos que, ao multiplicarmos dois logantmos nos quais a base de um é 
igual ao lagaritmando do outro, ocorre a eliminação desse valor comum. 


Exemplos 


a) log) 5- loga (11) = log, & 
b) logs (2) - logra 7 * 109,35= logs 7 - loga: (5) = logia 7 


O exemplo b mostra que esta propriedade pode ser generalizada para O 
produto de mais ce dois fatores, assim, por exemplo: 


log, a-log. b-log, €-...-log, y = log, a 


Exercícios Resolvidos 
11.1) Sendo dados log; 2 = a e log; 3= b, calcule x = loga; 392. 


Solução 


Em função dos dados do problema, c número 3 se mostra como o mais 
indicado para ser utilizado como base, jã que estã relacionado com os 
numeros 2 e 7, através dos logaritmos. Estrevemos, então. 


fog, 392 


= 2= 
x=log,; 39 loga 42 
A decomposição em fatores primos, nos dá 392 = 2*.7'e42=2-.3-T; 


logs (2º-72)  g.log,2+2-109,7 


ortanto,x= — = = : 
S i log; (2-3:7) log, 2+109, 3 +l0g; 7 


Lembrando que, se log; 3 = b, então loga 7 = e temos: 


1 
E OR 3ab + 2 
sós 1º abrb+1 
arieo 


11.2) Resolva a equação 12*- 101 =0. 
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Solução 
Como 12” = 101, temos: 
loG,o 101 
= log, 101 Sta 
ii log, 12 
Com o auxilio da tâbua, obtemos 
log 101 = 2,0043 e log 12 = 1,0792 Então, 


. 2,0043 
“10792 


= 18572 
Logo, S = (1,8572) 
=" 10 
11.3) Resolva a equação logs x + log, 5 = 3" 


Solução 


Fazendo logs x = y, lemos que log, 5 = - e a Equação se escreve: 
ou 34º! -10y+3=0 


Cujas raizes são y=3ou y sir : 
Assim, 


logs x=3, onde x=5"= 125 


1 
ou logs x = +. ande x=51 = 95. 
Logo. 5 = [35.125]. 


11.4) Prove que, para a, be c reaís positivos e diferentes de 1, se tem: 
qe b E pie a 


Solução 


Rr lag, a 


Fazendos "=x eb = y, devemos provar que x = y. 


De ac” = x, vem logax=logcb (l) 
a f a 
De 6% y, vem log, y = log, [be J- loga(a) loBraB = logo b (Il) 
De (1) e (Il), temos logs x = loga y 
isto é x=y. 


11.5) Prove que: 
(1 — loga b) - log, c = loga c 
b 
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Solução 


log; & 
4º membro = (log, b) log, c= (1-log, STE] — 
aiticiaag DC pisa UE A 
si log, b) ioga log, Al gb) 709,” 


= log, € = 2º membro 


Exercicios Propostos 


11.6) 


11.7) 


11.8) 


11.8) 


Com o auxilio da tábua, calcule: 
a) l0935 

b) logy 11 

c) logazs 0,128 


Com q auxílio da tábua, resolva as equações: 
a) 3'=5 

bj) 2-5*-3=0 

c) PI, 283 = 48 

d) 25º 12:58+20=0 

e36 49 -5-7+1=0 


Adotando os valores loge Ra loga = o e log? o calcule: 
a) (nx 

b) in7 

c) log; & 

d) log,? 


Adotando log, 3 = -. calcule: 


a) loga 2 
Db) loga & 
e) logs 18 


11.10) Senda logz 3 = a e logs 2 = b, calcule em função de a e b: 


a) log & 
D) longas 120 
c) logaa 675 


11,11) Sendo log; 2 = pe log 3 = q, calcule em função de pe q: 


a) log; 4 
D) logas 33 
c) logss 1452 


11.12) Determine o valor das expressões: 


a) y=logr 5 Jog? -logias 12 
b) y= loga a” log ,3 b”-log a -logab 
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11.13)Mostre que. se logo a, loge D, logs c eslão, nessa ordem, em progressão 
geométrica então b=c. 


. . 1 
11.14)JAs raizes da equação * + bx +c=0existeme são iguais a inb e e 
c 
Mostre que b = cf. 


11.15) Sendo loga m = 2, logs m = 3 e log, m = 5, calcule logabe m. 


11. 1B)Resolva as equações: 
a) logax+ Blog; 3= 5 


b) loga x + log, a = 5. coma>Dega al 


c) loga ax - log;yax=4 coma>De a = 


11.47) Sendo log 2 “log 3 = 0,1436, resolva a equação: 
log> x + loga x = log 36 


11.18) Sendo éns - EnT = 3,138, resolva à equação: 
logz x- logs x = 3 log. 9,8 


11.19)Se loga x, logs X, log: x, com x = 1, estão, nessa ordem, em progressão 
arimética, mostre que logs b + log. D = 2. 


11.20) Se loga b = logs C e loga E = loge x, com x * 1, mostre que 


(log, b)" = flog, a)” 
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Exercícios Suplementares 


10.1) 


1,23 


1 3) 


11.4) 


11.5) 


16) 


11.7) 


V11,8) 


1,9) 


111.10) 


y 


Calcule o valor de log, 32 + log, 0,001- l09,5, 10,10 
2 


Sendo p e q números reais e positivos tais que 
logs logs p = logs loga q = O 
calcula p + q. 


Um número x tem logantmo igual a á na base a e tem logaritmo igual a 8 na 


base —, Calcule xe a 


to] to 


Calcule loga, n4 125. 


Resolva a equação |Dgas loga x = > 

Escreva a expressão que dá o valor de n em função de k. sendo: 
po ao DR 

” 1 


no 


log, (2x+y)=1 


Resolva o sistema 


” 1 1 
Resolva a equação log, log ,ã y 
x 


Resolva a equação loga 2 + loga [x + 1) =1, 


Sendo loga b = 10 e loga € = 20, calcule o valor de: 
logs Vbc + logs db -c 


111.11) Resolva a equação loga x!º— 3 = 3logê x. 


111.12) 


5 
111.13) Para toda x > O tem-se loga x = 7] log x. Calcule o valor da base a. 


1114) 


Sendo log 2 = 0,30103 e log 3 = 0,47712, de o valor de log T.2. 


Ei ns ore 


Resolva a sistema - i 
|log, x = 1+l0g5 y 


111,15) Resolva a equação log x + lo9,99 * = 2. 
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1 18) Escreva a expressão que dá o valor de x, sendo log, x" +log, x” = p. 


3 
es " n+1 Ix 
11.17) Calcule x na equação: Bi (n-1Jlog - - log 
| Edo 
1 
111,18) Sengolog y = 1,8417116, calcule l09 7” 
= = log a 
[|L19) Sendologa=2,12 e log b= 3,18, calcule EE 


ll 20) Sendo À = 2,4112, calcule 3A + 2. 
121) Se x = loga 25 e y = loga 5, calcule o 
Ill 22) Sabendo-se que £n 10 = 2,30 e que log 71,2 = 1,85, calcule én 71,2, 


].23) O logaritmo de um número na base 16 é a Qual & o logaritmo desse 


: 1 
número na base Ai 9? 


Il! 24) Calcule o valor de x na equação 8" = 1,5, sabendo-se que logs E = 1,2820. 
1125) Resolva a equação loga (x + 2) log, 2 = 1, 


H1.28) Calcule m, sabendo-se que: 


logab=7-m e logpa = -m 


W.27) Sendo loga =p. logb=aq iogc=r E a?” = c, mostre que 10* (5) 


1.28) O logaritmo de um certo número numa dada base & 3 A terça parte desse 
logaritmo, a base e O número formam, nessa ordem, uma PA. Qual é a base 


do togarimo? 


loga | 3 
1129) Se y=2" e x = 282092º cajeuje y 
09, É 
111.30) Sendo loga logb [lose mestre que a” b?.cf=4. 
b-c c-a a-h 
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11.31) Dada a equação x — px + B" = Og sendo a e b suas raizes reais. prove que: 


loga 2? + loga bº + loga 2º + logs b? = mp 
111.32) Sendo x = log. ab, y = logpac e z = loga bc, calcule 
i AZ so 


e 
1133) Sendo logap a = n, calcule em tunção de n o valor de loga. Ra 
Voy 
[11 34) Sabe-se que loga b=Aelogab=B. 
Sendo c o produlo dos 10 primeiros termos de uma PG de 1º termo a e 
razão q, determine log; Db em função de A e B 


log r vtog P vio 
[11.35] Prove que [2] (8) (5) =1 
q r p 


+ 


111.36) Calcule, com o auxílio da tábua de logaritmos, o valor aproximado de cada 
uma das expressões indicadas: 


a) x=1828,3 
b) x=(12,7)º 
Cc) x= IR TER] +378.2 


11137) Conhece-se a propriedade: 


loga b - lognc = loga € 
Prove, utilizando o Principio da indução Matemática, que: 


1093, 311094, 37 1004, a oo io Ga, Bh = 1095, 3h 


Para toda inteiron = 2. 
138) Resolva a equação log, 2 - loga, 2 = loG4, 2. 
111.39) Resolva a equação 3º? qMa* 9, 


1140) Sejam a, b, c e x números positivos e diferentes de 1, Prove que se a, be c 
estão, nessa ordem, em PG, então: 


loga X=109p X 109, x 


log, x—log. x log x 
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PARTE IV Eme 


Capítulo 12 —- Função exponencial - Função 
Logaritmo - Inegquações 


Capítulo 13 —- Construção de gráficos 


Capítulo 14 - Exponencial e logaritmo: funções 
inversas 


die e a e RR oo 2 o Sa Ss o ir 


Capitulo | do 3 
Função exponencial 


4 2 Função logaritmo 
e inequações 


12.1. O CONCEITO DE FUNÇÃO 


Dados dois conjuntos A e B, diferentes do conjunto vazio, uma função f de 
A em B é uma correspondência que associa a cada elemento de A um único 
elemento de B. 

O conjunto À é denominado dominio de f, o conjunto B é denominado 
contradominio de f; se x é um elemento qualquer de A, então, o único y de B, 


associado a x, é denominado imagem de x pela função f e é indicado por: 
y = f(x) 
O conjunto de todos os elementos de B que são imagem de algum 
elemento de A, é denominado conjunto imagem de fe é indicado por: 


Exemplo 


A figura mostra uma função f de A em B, onde temos: 


Domínio: À = ft 4; À. 16) 
2 | 
Contradominio: B=(0;2;-1;4;-3;5) 


Conjunto-imagem: I(f) = (0: 2; —1; 4) 
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12.2. FUNÇÃO REAL DE VARIÁVEL REAL 


ão f de A emB, diz-se função real de variável realse AckeB cR. 


Exemplo 


A função definida por f(x) = Vx—5, tem para domínio A todo x real para o 
qualx—S > Distoê,x > 5. Então: 
A=[5,+ c[CR 
Q contradominio de B=R 


12.3, GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO REAL DE VARIÁVEL REAL 


Considere uma função f, real de variável real: 
EA > B 


Fixando um sistema de coordenadas xOy, O conjunto G de todos os pontos 
tx, f(x)), com x e A &o gráfico de f 


Eb) 


Observe que, conhecido o gráfico G de uma função f, o seu domínio pode 
ser obtido projetando-se G sobre Ox, na direção Oy, o conjunto imagem de f pode 
ser obtido projelando-se & sobre Oy, na direção Ox. 

Assim: 


conjunto 
imagem á 
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12.4, INTRODUÇÃO AS FUNÇÕES EXPONENCIAL E LOGARITMO 


Nos capitulos anteriores estudamos a parte operacional das potências e dos 
logaritmos, onde aprendemos que, fixado como base um número real a, positivo e 


diferente de 1, temos: 
1º) para cada x real, o número a” existe e tem valor unico: 
2º) para cada x real positivo, o número loga x existe e tem valor único. 


Essas duas afirmações nos mostram a possibilidade de tratar as polências e 
os logaritmos sob o ponto de vista da teoria das funções. pois a idêta básica na 
definição de função é a cada elemento x de um dado conjunto A corresponder um 


unico elemento fix) de um dado comunto 8. 
A partir disso surgem, então, as definições de função exponencial e 
função logaritmo. 


12.5. FUNÇÃO EXPONENCIAL 
Seja a um número real positivo e diferente de 1. Chama-se função 
exponencial de base a a função f. de R em x, definida por. 


O domínio da função exponencial é R. 


O contradominio é também KR. 
Exemplos 
a) A função definida por Ex) = 5" é a função exponencial! de base 5. 


x 
b) A função definida por f(x) = (3) é a função exponencial de base 0.2. 


12.6. GRÁFICOS DA FUNÇÃO EXPONENCIAL 


Examinemos, inicialmente, dois exemplos: 
a) gráfico da função f(x) = 2” 


hn 


x” 
var 


E] 
E 
" 
ú 
k 
E] 
= 
- 
+ 
F 
+ 
k 
F 


I 
mo 
O MN + Aj+ |- 


ha 


b) gráfico da função f(x) (3) 


2 
3 


o do 


Observemos, nesses dois exemplos, que: 

1º) os gráficos não têm ponto em comum com o eixo Ox e cortam o eixo Oy 
no ponto (0, 1), 

2% os gráficos estão inteiramente localizados “acima” do eixo 0x. O conjunto 
imagem dessas funções é K,. 


Esses dois fatos são facilmente generalizados para a função exponencial de 
base a (pois, para lodo a positivo e diferente de 1, temos a =1eaº>0, qualquer x 


real): 
O ponto (O 7) pertence ao gráfico da função exponencial. 
O conjunto imagem da função exponencial é 


KD=R, 
Devemos ainda notar (veja as definições do quadro abaixo) nesses 
exemplos que a função f(x) = 2*é crescente em K, enquanto que 09=[5] É 


decrescente em K: esses comportamentos opostos se devem ao fato de que as 
potências de base maior que ? crescem com o aumento do expoente, ao passo 
que as potências de base entre O e 1 decrescem com o aumento do expoente; 
assim, ao fazermos um expoente x; crescer” para um valor xs, leremos: 


Função crescente 
Função destrescente 


Sejam uma função f, de domínio 4, e 1 um subconjunto de A fl & A) 
f se diz crescente em ]se, esomentese paratodo x, xp e E 


x 2x = fix)< flo) 
fse diz descrente em [ se, e somente se, para todo x, xo E |: 
Xi x => fixa) > fixo) 
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2” «2% (por exemplo, 2º « 2) 


Xi x x 3 .5 
ii “3 8) [20 exemplo. (3) (3) | 


1 


Com isso, podemos resumir graficamente o comportamento da função 
exponencial f(x) = a“ 


Nesses gráficos confirmamos que, se a > 1, f(x) = a“ é crescente em R e. 


se0<a< 1, f(x)= a” é decrescente em R, ou seja. 


12.7. INEQUAÇÕES EXPONENCIAIS 


A classificação das funções exponenciais em crescente ou decrescente por 
si só nos ensina a resolver inequações exponenciais, isto é. inequações em que a 
incógnita comparece no expoente. 

Analisando o quadro acima, vemos que: 


1º) quando a base é maior que 1, a relação de desigualdade entre as 
potências se mantém entre os expoentes. 


Exemplos 
a) se 2'<2º então x<5 


b) se (5) > (45). então x > -2 


2º) quando a base está entre 0 e 1, a relação de desigualdade entre as 
potências se inverte entre os expoentes. 
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Exemplos 


AY á 
Cc) se (5) «[3] | então x > 5 
x bi 
d) se ES > 15) então x<a 


Exercicios Resolvidos 
12 1) Resolva a inequação 5º « 258" 
Solução 
Escrevemos 5” « 2-1). como a base é maior que 7, temos: 


GS agíri > gadx-?2 > ad 


Logo.S=|xeR|x> 5) 


12.2) Resolva a inequação (0.73)” 2 30,73 


Solução 
1 


Escrevemos (0,73) > (0,73)? , como a base está entre 0 8 7, temos: 


1 
DZsP egos 4 Dá gd 
3 es 
Ô 


Logo S=[xeRIxs5) 


1 
12.3) Resolva a inequação 125 < 5” < 127 
Solução 
Escrevemos 5º < 5" « 5º dade como a base & maior que 1, vem: 
3<x< logs 12? 
Não dispondo da Tábua de Logaritmos, respondemos 
S=(xeR|3<x<l0g,127) 


mas, com g fórmula de mudança de base e o auxitio da Tábua podemos 
calcular logs 127. 


Í E responder que: 
S=ixex/3 <x«<3,0099! 
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12.4) Resolva a inequação2- 2” -5-2*+2>0 


Solução 
Fazemos, nesse caso, uma mudança de variável! 
2'=y 
obtendo, assim, uma inequação do 2º grau 
2y -Sy+220 
Calculamos, então, as raizes e estudamos os sinais do irinâmio 2yº — m+2: 


E 
2 E 
———— —— e j—————— fee eee re 
+ o” A + 
0 Õ 
Vemos que os valores que satisfazem são. 
1 
£z 22 
como y = 2º, vem 
1 
2*<z ou 2*>2 
2 


e dai obtemos. 


22 72 5x21 


Logo, S=[xeR|x<-Ivxa 1) 


12.5) Resolva a inequação 9-2 - 30! +8<0 


Solução 
Escrevemos, inicialmente: 
32». 2.3-3º+8<0 

que é o mesmo que 

3” - 6-3 +8<0 
Fazendo 3º = y, vem a inequação do 2º grau: 

y-6y+8<0 

Calculando as raizes e estudando os sinais do tninômio, temos: 

e 4 

+ PY — Fa + 
Õ 0] 


onde 2 <y<d 
Como y = 3º vem 
2x 3«<a 


E ESLTEVEMOS: 
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3032 «9! opa 


Ponanto, loga 2 <x< 20932 
Calculando logs 2 com o auxilio da Tábua: 


Assim, 0.6309 <x<2-06309e S=(xeR|0,6309<x<1,2618) 


12.6) Sendo x um realtal que x > 1, resolva a inequação. 
(x=-1P2(x- 1)" 


Solução 


ão observarmos que 
Seg e (x-17>(x= 1)" 

lembramos que a relação de desigualdade entre os expoentes é o contrário 

da relação de desigualdade entre as potências somente quando à base 

estã entre O e 1 (item 12.5) Podemos, então, escrever: 


O<x-1<1 


Logo S=ixeR|1<x<2! 


12.7) Sendo a um número real positivo e diferente de 1, resolva a inequação: 


go < att8 


Solução 
Como não sabemos se a base a é maior do que 1 ou estã entre 0 e 1, 
devemos estudar ambas as possibilidades: 


1) [ja > 1] Nesse caso, temos: 
a lcatf => 2x 1<x+5 > x<7 


eS=(xexX|x<7) 


2) |l0<a<1| Nesse caso, lemos: 


al cats 2x-1>x+6 > x>7 


e B=[xeX|x>7] 


Exercícios Propostos 


12.8) Classifique as funções abaixo em crescentes ou decrescentes 


a) t)=[5) c) 6)-[8] 
b) tx)- [É] (x) = (log, 3) 


156 


12.9) Resolva as inequações; 
a) queda aerea 
0,3! e 10,3)” 


12.10) Resolva as inequações (utilize a Tábua de Logaritmos, se necessário) 
a ”as 
b) 27<9!<41 


o) (0,137 <2º«< 1207 

12.11) Determine o dominio das seguintes funções (utilize a Tábua, se necessário) 
aj tb)=V4"-5.244 
by f(x)= (-(5""- 26.545) 

1 


2 0 acasos 


12.12)Resolva as inequações: 
ay t2x— 37º » (2x — 3)”, sendo x >5 
b) pé-8B) » pé- Bj”, sendo x -8>0 


12,13) Sendo a um número real positivo e diferente de 1, resolva as inequações: 


Fy 
a a” <a” 


bj 3-2! 10-4º+3 <x0 


12.14) Sendo x > 0, resolva a inequação x o 


12.15) Discuta, segundo os valores reais de a, as inequações 
a) 2*> q 


b) 2< aq 


12.8. FUNÇÃO LOGARITMO 


Seja a um número real positivo e diferente de 1, Chama-se função 
logaritmo de hase a a função f de R, em KR, definida por: 


f(x)=10g, x 
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O dominio da função logaritmo é KR, 


O contradominio é R. 


Exemplos 
a) À lunção definida por f(x) = log x é a função foganimo de base 70. 


b) À função definida por f(x) = log, x & a função loganimo de base E : 
3 


Exercicios Resolvidos 


12 16) Determine o dominio da função f(x) = log; (2x — 26) 


Solução 
Para a existência do loganImo, devemos ter logarilmando posilivo, Ou seja 
2x- 26 > 0 


onde x > 13 
Logo, D(f)=ixeR|x> 13) 


|2 17) Determine o dominio da função f(x) = loga sx 123. 


Solução 
Para a existência do logaritmo, devemos ter a base positiva e diferente de 1, 


Ou Séja 
4-3x>0 e 4-Ix a 1 


onde xegexel 


Logo D(f)= xe RIx<3 e e) 


12.18) Determine o dominio da função 
109 = loge-.2 (5x — x?) 


Solução 


Nesse caso devemos impor as condições de existência para logaritmando e 
base. isto é. devemos ter, simultaneamente: 


5x-x2 »0 (1) 
1x—-2>0 (Il) 
|x-201 (Ni) 


Resolvemos cada uma delas e fazemos a interseção dos resultados: 
0 5x-7>0 = x -5x<0 
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| 5 E 
Ô 0 

Onde D<x<5 

Wjx-2>20= x>2 

Mix-221>xes 


Fazendo a interseção das três condições obtemos 
D(f)j=|xeR|2<x<5 e x=3] 


Exercícios Propostas 


12.19) Determine o domínio das seguintes funções: 
a) fix) = log (3x — 1) 
b) fix) = loga x 
c) fix) = log,tx+2)+l09 (3+x) 
rd 2 


d) fix) = log , [(x + 2)(3 + x)] 
2 


loga (x +2) 
logs (3-x) 
9) fo)= log (5-259 


e) f(x) = 


12.20) Determine o dominio das seguintes funções: 
a) fix) = logaxes 5 
b) fo) = log, ,x 
e) f(x) = loga -s (x — 8) 
d) fix)= log 2 (2x-6) 


e) Rj =log,., [3-xº) 


12.9. INEQUAÇÕES LOGARÍTMICAS 
Para aprendermos as regras de resolução de inequações que envolvem 
logaritmos, lembremos inicialmente a definição 
a“=X o x=log,X 
Do estudo da função exponencial, temos as equivalências: 
. la>1] x<x o all cat 


NI. |D<ca<1 Ape dO Ea? 
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Representando a e a"?, respectivamente, por X, e Xz, temos as 


eguivalências 
aizX o x, =l09,X, 


ateX, O x =l0g, X; 
Fazendo essas subslituições em le Il, obtemos: 
| a>1: log, A <log,Ã, — X<Xs 
IL jo<a<1t: loggÃ <iogã OS X > X 


À observação desse último quadro nos mostra que: 
1º) quando a base é meio” que 7, à relação de desigualdade entre os 
logaritmos se mantém entre os Íogaritmandos. 
2º) quando a base está entre D e 17, a relação ce cesigualdade entre os 
loganimos se inverte entre os logariimandos. 
Notlamos, então, que essas regras são basicamente as mesmas das 
meguações exponenciais. No entanto, é muito importante lembrar que a 


exponencial, tendo domínio R, não exige condição de existência, o que já não 


pcorre com a lunção logaritmo, cujo dominio é R . Assim, é fundamental que nas 
resoluçães de inequações logaríjmicas o ponto de partida seja a determinação 
dessas condições 


Exercícios Resolvidos 
12.21)Resolva a inequação logs (2x — 3) < logs 7 

Solução 

Estabelecemos, initialmente, a condição de existência: 


2ex-3> 0 onde x>5 EI) 
Observando, agora, que a base é maior que 1, temos as implicações: 
log; (2x—-3) <log;? > 2x-3<7 > x<5 (ll) 


Comparando as condições (|) e (ll), vem: 


S-[xeRiS<x<5) 
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12.22) Resolva a inequação log, (8 — 2x) Es. 
ã 


Solução 


Temos a condição de existência 8- 2x > D onde x <4 (1) 
f and 


Escrevendo o número 3 como log, (3) | e observando que a base estã 
ã 
entre O e 1, vem; 
1 1 215 

| B-2x)2l0g, -— B-2x2 — £— 
09: ( x) 1 7 > ” > 48% (It) 
Das condições (l) e (Il) temos 
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4 â 


E 215] 
s-lxezixs sa | 


12.23) Resolva a nequação log;; x - 1) + logia (x- 2) <1 


Solução 


As condições de existência são: 
[x-1>05»x>1 


|x-2205%x>2 


1 


prevalecendo, portanto, x> 2 (l) 
Para podermos, agora, resolver a inequação, transformamos o primeiro 
membro num só logaritmo e q número 1 em log,z 12. Então; 


ioga [(s =1):[x- 2) < log,2 12 
Como a base & maior que 1, vem 
x )Q-2) <12 
edaix?-3x- 10 <0O 
Calculando as raizes e estudando os sinais, temos 


-—2 5 
1 ————+ 
a = A. v 
é Õ 
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De (l) e (IE 


—É 2 o 


S=[xeR|jZ<x<5) 


12.24)Resolva a inequação loge+ a 3 > log» a 7 


Solução 


Neste caso, basla observarmos que 
I<Teloge.s3>loge.a 7 

e lembrarmos que a relação de desigualdade entre os logarimandos é 

contrária à relação de desigualdade enire os logaritmos somente quando & 


base está entre d e 1. 
Assim, escrevemos 
Dex+9<14 
Logo, S=|xeR|-d<x«<-3 
Note-se que. ao impormos O <x+ 4 < 1, automaticamente está garantida a 
condição de existência da base. positiva é diferente de 1.) 


12 25) Resolva a inequação log, x > 8- 7log, >. 
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2 
Solução 
As condições de existência sao x > D ex = 1 EI) 
Fazendo a mudança de variável log, x = y, 
ê 


temos que log RE 
“2 log;x y 
z 


e à nequação fica: 


- 
va d-— 
E 
que é o mesmo que 
2 
à dit dao 


Y 
Calculando as raizes do numerador À e do denominador B e estudando 


Seus sinais: 


Então 0<ys iouy 27 
Como y=log, x, temos 
2 
O<log,xs1 ou log, xz7 
ê Z 
e escrevemos 


log, 1 <fog, xs log, > ou log, x2109,[5] 
E) 2 z z qrº, 
Como a base está entra De 1: 


1 1 
12x ou *£ 55 di). 


Das condições (|) e (ll), vem 


Se(xeRiOcxs asa 
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12.26) Resolva a inequação, sendoa > Dea = 1. loga (2x- 6) < loga (x + 1) 


Solução 


Às condições de existência são: 
— 3 


>—————— 
————————s 


[2x-6>0 > x>3 
|x+1>0 > xx-—1 
prevalecendo x=3 (l) 


Como não sabemos se a base a é maior que 1 ou estã entre O e 1, devemos 
examinar ambas as possibilidades: 


1 |a > 1] Nesse caso, temos: 
loga(2x-B)<loga(x+ 1) > Zx-B<ex+tio> xe?) 
Das condições (1) e (II): 
S=ixeR|3«x<7) 


2) |(U<a <1| Nesse caso, temos: 
lnga(2x-G)<log(ix+i) => 2x-62x+1 => x2> 7410) 
Das condições (1) e (HJ): 
S=[xeR|x>7] 


12.27) Determine o domínio da função 
f(x)= hog, (loga x) 
e 
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Solução 
Para obtermos o domínio dassa função, devemos resolver ga inequação 


log, (log, x) 20 
â 


Condições de existência: 
[x > D 
liog; x >0> log; x>log,1=x>1 


prevalecendo x = 1 (1) 
Para resolvermos, agora, à inequação, escrevemos: 


log, (log, x) 2199, 1 
2 2 


& tiramos 
loga x £ 1 


que é o mesmo que 
loga x E logs 3 


edaix < 3 (Il) 
De (l) e (11), vem 
Difj=jxeR[i<x<3) 


12 28)Resolva a inequação 
ing 4(x2-5x+8 ) 


3 2 a 


Ed —a 


Solução 


Condição de existência: x —- 5x + 8>0 
Como à =-? = 0 otlrinômio é positivo para todo x real 


Escrevemos agora 
am 4 [x2 -Su+8) 


04 
a 2 "ea 


Como a base das potências é maior que 1, tiramos 


log, (x? -5x+8)> 1 
5 


isto é o megmo que 


- 
log, pe —5x+ 8) > log, (5) 
2 E 


Como a base dos logaritmos está entre O e 1, vem 
4 -=1 
x] -5x+ 8 <(3) 


isto &, 
x -5x+58<0 
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Finalmente, temos 
2 3a 


: - + 
A & 


S=jxeR|2<x<3) 


12.29) Resolva a inequação (onde x > 02x = 1) xP »x 


Solução 
Devemos examinar duas possibilidades: x> TouD<x< 1. 
1º) |x > 1] Nesse caso, temos: 


gta a x! = log, x > 1 isto é o mesmo que loga x > logz 2; 
portanto, temas x > 2 
1 Pq 
——>———+»|———————————— 
———eee eee ee mo 
) —————e 
Logo. S,=|xeR|x>2) 


243 |O<x«<1| Nesse caso, temos: 


loga * > 
x 2 >»x' = log;x<1 isloé o mesmo que logax < loga 2; 


portanto temos x < 2 


Logo, S;=(xeR|D<x<1 


Finalmente, S=5S,US;=(xeR |D<x<1 ou x>2) 
Outro moda. Podemos resolver essa inequação tomando o logaritmo de 
ambos os membros na base 2; como essa base é maior que 1. a 
desigualdade mantém o seu sentido. Assim: 


ID] 


ho 
x" sx =» loga [x 2") loga x 


E agora, escrevemos 
loga X* log; x > loga x 


Fazendo a mudança de variável log; x = y, vem a inequação 


y-y>0 
0 : 
=D E—+ 
so sã 


edaiy<Oouy>1 
Como y = loga x 
loga x <0 ou logzx> 4 
e dal: 
loga x < log; 1 ou loga x> |6gz2 
ondex<10ux>2 
Levando em conta a condição de existência x > O, vem, finalmente 


S=jxeR|Dex<ivx>2) 
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Exercicios Fropostos 


12 30/08 o valor verdadeiro (V) ou falso (F) às sentenças: 
a) log>27 > log, 19 
b) log, 27 >l0g, 18 
E! ê 


c) log,;7>10957 o 
d) log;x >log,7 <> x >7 


e) log, x>l0g, 7 esx<7 
2 k) 


Db log, x>log, 7 x<? 
ê 2 


12. 31) Resolva as inequações: 
a) log: (x — 3) > logs 7 


b) log, (2x- 1) > log, (x + 3) 
z z 


c) loga(x? — 4x) < log a (35 ) 
d) log, [x -13)= 

3 
e) logs lx +1P<2 


12.32) Determine o dominio das funções: 
a) f(x)= Jlogfx-3) 
b) fix)= fog, x+e3 
V 5 


c) t(x)=log, [tos, (xº -3)) 
5 
a) t(x)=log, log, log, (2-x) 
| 
e) f(x)= Jos log, log, x? 
ê 2 


12.33) Resolva as inequações: 

a) logix + 2) + loglx + 3) > log 12 

b) log, (x+2)-log, (x+3)s-—1 

z Fi 
e) logsx- logs x - 18 >0 
2 

d) [log 5 x) -410g,x-2450 

12.34) Resolva as inequações 


a) log, x-3l09,3+4>0 
5 
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b) logz (x— 1) <3+10-log;-12 
12.35) Resolva as inequações: 


a) log 2 611 < log 2 ,21 
b) logo ,23 £ log 2, 13 
12.36) Sendo a um número real positivo e diferente de 1, resolva: 
a) loga (3x— 5)> 0 
b) loga (3x —2) 2 loga (3 — 2x) 
12.37) Resolva as inequações: 
1 | 2 1 
a) [5 Jos, [e -4x+4) <= 


log q (x-2) 
b) x 10 > 


c) x 83% 5x? 
d) x3* > 27x? 
1238)Sendox>0,x + 1,a>0ea x 1, resolva a inequação em x 


xa! ca 


12.10. GRÁFICO DA FUNÇÃO LOGARITMO 


Examinemos, inicialmente, dois exemplos: 


a) gráfico da função f(x) log x 


Es 

A -2 

ay 

; 4 

1 0 

2 4 —2 
4 2 


a 
i 
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b) gráfico da função f(x) = log, x 


E 

2 
| 

5) 1 
1 5) 
a 
Fa e. 


Observemos, nesses dois exemplos, que: 

1º) os gráficos não têm ponto em comum com o eixo Oy e cortam o eixo Ox 
no ponto (1, 0) 

2ºj0s gráficos estão inteiramente localizados “á direita” do eixo Dy; vemos 
que as funções podem assumir um valor real qualquer. O conjunto 


imagem dessas funções é K. 
Esses dois fatos são facilmente generalizados para a função logaritmo de 
base a (pois, para todo a positivo e diferente de 1, temos loga 1 = O, e sabemos que 
loga x pode assumir qualquer valor real): 


O ponto (1; 0) pertence ao gráfico da função logaritmo. 
O conjunto imagem da função logaritmo é 


Notamos, agora, no gráfico de f(x) = 2” a confirmação da equivalência vista 
em 6.9. 
az 1: x, €<x & logax < loga x2 


Verificamos, então, que a função logaritmo de hase maior que 1 é 
crescente. 


x 
Da mesma forma, o gráfico de f(x) = (3) nos confirma que 


U<ast x =x o logs XxX > loga Xs 
e, portanto, a função fogaritmo de hase entre O e 1 é decrescente. 


Com isto, podemos resumir graficamente o comportamento da função 
toganitmo f(x) = loga X: 
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f(x) = log, x 


f(x) = log, x 


Exercicios Propostas 


12.39) Classifique as funções abaixo em crescente ou decrescente: 
a) f(x) = log, X 


b) f(x) = log 5 x 
2 

c) f(x) = log 

d) f(x)=tnx 


X 
(0.82 


12.40) Construa os gráficos das funções: 
a) f(x)= (2) 
b) f()=3" 
c) f(x) = log, x 
d) f(x)=log, x 
3 
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Capitulo 


13 


Construção de gráficos 


13.1. UM RESUMO 


Vamos, inicialmente, fazer uma revisão dos conceitos fundamentais que 
envolvem as funções exponencial e logaritmo, através do seguinte resumo: 


FUNÇÃO EXPONENCIAL FUNÇÃO LOGARITMO 
f(x) = a” f(x) = loga x 


D(f)=R 


()=R. 


f é crescente em R fé crescenteem R, 


x<xw o ai <a! x1<x2 & log, x, <l0g, x, 


log a*2 


D(f) = R D(D=R, 
()=Rº HKN=R 
fé decrescente em R fé decrescente em E 


“º%m o a!>a x<x o log,x,>l0g,x, 
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43.2. CONSTRUÇÃO DE GRÁFICOS 


De modo geral, a construção do gráfico de uma função definida por y = f(x) 
pode ser feita através de uma (tabela na qual são atribuidos alguns valores 
particulares a x e determinados os correspondentes valores de y. No entanto, 
conhecidos os gráficos fundamentais das funções exponencial e logaritmo, com 
algumas regras de transformações no gráfico de uma função, podemos, a partir 
daqueles, construir os gráficos de muitas outras funções 

Vamos enunciar algumas dessas regras. 

Seja G o gráfico da função definida por y = f(x) e seja k = O uma constante 
real. 


12) O gráfico G' da função y = f(x) + k pode ser obtido a partir de G. fazendo este 
sofrer uma translação de k unidades, na direção Oy "para cima”, se k é 
positivo, ou “para baixo", se k é negativo. 


3) O gráfico G' da função y = f(x + k) pode ser obtido a partir de G, fazendo este 
sofrer uma transtação de k unidades, na direção Ox, “para a esquerda”, se k 
é positivo, ou “para a direita”, se k é negativo. 


cesensas 


3º) O gráfico G' da função y = -f(x) pode ser obtido a partir de G, fazendo este 
sofrer uma reflexão em relação ao eixo Ox. 


Nota: de modo análogo, o gráfico G' da função y = f(-x) pode ser obtido 
fazendo-se G sofrer uma reflexão em relação ao eixo Oy. 
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4º) O gráfico G' da tunção y = |f(x)| pode ser obtido a partir de G. fazendo a 
parte que está abaixo do eixo Ox sofrer uma reilexão em relação a Ox. 


Exercicios Resolvidos 
13.1) Esboce o gráfico da função f(x) = 2º + 1. 
Solução 


Basta construirmos o gráfico de 2* e, pela 7º regra de transformação, 
deslocá-lo 1 unidade "para cima”. 


Nate que llf)=(yeRB|y>1) 


/ x-2 
13.2) Esboce o gráfico da função f(x) E 3) 
Solução 
Esboaçaremos, primeiramente, o gráfica de (3) e. em seguida, usando a 2º 


regra de transformação, deslocaremos esse gráfico 2 unidades para a direita. 


Note que Kf) =X. 
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13.3) 


13.4) 


13.5) 
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Esboce o gráfico da função f(x) = logz (x + 1). 


Solução 


Notemos inicialmente que D(f) = (xe R |x>-1) 
Esboçamos, a seguir, o gráfico de logz x e, depois, deslocamos 1 unidade 


para a esquerda. 


YA 


y = log, x 


xY 


Esboce o gráfico da função f(x) = log, x 


2 


Solução 

Esboçaremos, Inicialmente, o gráfico de log, x; em seguida, pela 4º regra 
2 

enunciada, faremos a parte do gráfico que se encontra abaixo do eixo Ox 

sofrer uma reflexão em torno desse eixo. 


YA 
1 y =llog ax] 
2 
no fa E 
2 
= y =log1 x 


Esboce o gráfico da função f(x) = loga |x| 


Solução 

Notemos que D(f)= R*=(xeR]|x = 0) 
Utilizando a definição de módulo, escrevemos 
[log x sex>0 


É (x) = 1095 |x| = [ioga (=x), se x<0 


A observação desse quadro nos leva às seguintes conclusões: 


1º) Nos pontos correspondentes a x > 0, temos o próprio gráfico de loga x. 

2º) Nos pontos correspondentes a x < O, devemos construir o gráfico de 
loga (-x), para isso, a observação feita na 3º regra nos diz que basta 
fazermos o gráfico de logs x sofrer uma reflexão em relação ao eixo Oy 


Portanto, temos: 


Exercícios Propostos 


13.5) 


13.7) 


13.8) 


13,9) 


| 
13.10) Esboce o gráfico da função: f(x) =|log, a 
[| 2 


Esboce os gráficos das funções: 
aj p= 28 


b) (6) =[5) e 
c) fx)= logz x + 1 


d) f(x)=log, (x—2) 


Esboce os gráficos das funções: 
E fa 
a) f(x)= (3) 
b) f(x)=-l|log, x| 
c) f(x)=log, |x| 
2 
Determine o conjunto imagem das funções: 
a) f(x)=2*-2 
b) f)=3+ 7 
o E 
fO)=|=| -v 
c) f(x) Ê ] v5 


Esboce o gráfico da função: f(x) = og, |x| 
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Capitulo | 


Exponencial e logaritmo: 
funções inversas 


14.1. O CONCEITO DE FUNÇÃO INVERSA 


Uma função f, de A em B, define uma correspondência que, a cada x em À 
associa um único y em B. Se fé tal que, a cada y e B existe em correspondência 
um único x e A, isto é, se todo elemento de B é imagem de um só elemento de A, 
f se diz uma função bijetora. Pode-se, nessas condições, definir uma função de B 
em A, indicada por f", para a qual, se (x; y) e f. então (y. x) ef 


A função f', de Bem, é chamada inversa de f. 

Note-se que: 

1º) só existe f! se fé bijetora 

2º) se fé bijetora, seu conjunto imagem é o próprio contradominio 

39) D()=1")e D(F=(f) 

4º) Se o ponto de coordenadas (x; y) pertence ao gráfico de f, o ponto de 
coordenadas (y; x) pertence ao gráfico de Fr", Como (x, y) e (y: x) são 
pontos simétricos em relação à bissetnz dos quadrantes impares, 
conclui-se que: 


Os gráficos da função fe de sua inversa f são simétricos em relação à 
bissetriz dos quadrantes im 


bissetriz 


EmA 


Lembremos. agora, o processo de cálculo da expressão que define a função 
inversa. 
Seja a função f, invertivel, definida pela fórmula. 


y = f(x) 
Para se obler a expressão que define F', 
1º) isola-se x no primeiro membro da fórmula; 
2º) troca-se a letra x pela letra y e a lelra y pela feira x. 


Exemplo 


Calcultemos a expressão que define a função inversa de f de R em R, 
definida por: 
y=fix)=5x-—6 
v+6 
5 


1) Isolamosx y=5x-6 > Sx=y-8 O K= 


2º) (troca das letras): y = 2 


Enlão, a função f! de E em E, é definida por 


pet fa)= “08 
YA 
3: bissetriz 
“ 2 
yetg=*ç" 
E 
= 


-B 


y=ftx)=5x-6 


14.2. LOGARITMO E EXPONENCIAL: FUNÇÕES INVERSAS 
Consideremos as definições: 
1º) Função exponenciat 
fi de xemhk,, definida por y = fx) = a* 
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2º) Função logarntmo: 


fi deR, emR, definida por y = f(x) = loga x 


Analisando os gráficos da função logaritmo 


y 


notamos que f(x) = loga x é bijetora e, portanto, invertivel. Vamos calcular sua 
inversa. 
1º) (isolar x) temos y = loga x; da definição de logaritmo, vem 


x=a 
2º) (troca das letras): y = a” 
Então, temos que a função inversa da função logaritmo de base a é a 
função exponencial de base a, de R em R, dada por 
r'(w=a 
Podemos observar os gráficos: 


y bissetriz 


Exemplos 


a) A expressão que define a inversa da função dada por y = f(x) = logs x é 
1 x 
y=f (x)=5 


b) Ainversa de y = f(x) (5) é y=f"(x)=log; x. 
2 
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Exercicios Resolvidos 


14.1) 


14.2) 


14 3) 
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Delermine a expressão que define a inversa da função y = ftx) = logs (x —2). 


Solução 


1º) isolamos x y=log1(x-2) =3=x-2Z0ndex=3"+2 
2º) trocamos as letras: y = 3" + 2 
Então. y=['(u)=3"+2 


Determine a expressão que define a inversa da função y = f(x) = 27" 


Solução 
1)y=20" = x—1=log2y 
onde x= 1 +logzy 
2º (troca das letras) y = 1 +logax=F'bo) 


Determine a expressão que define a inversa da função: f(x)= 3º —- 3* 


Solução 


Temos y = 3º - 3º e nesse caso, não conseguimos isolar x de modo 
imediato, como fizemos no exercício anterior. Fazemos, então, o seguinte: 
Primeiramente, a mudança de variável P = q (note que devemos ter, 
necessariamente, q > 0), Resulta 

j=teo 

[04 

que podemos escrever «C- ya — 1 = 0. Resolvendo essa equação do 
segundo grau emu: 


A = y + die posilivo paratodo ye E) 


| 
ia VE y +a 
2 
Óbtemos dels valores de à , em função de y. 
Cy+vyyi+a y- dyê+a 


Como 4 > 0, tem-se 
Wi. 4 >yº 
onde : 


vy+4 > || 


isto é, 


Vw sa sye dy?+4>-y 


onde; 


y-Vy2+4 <De ye dyi+4 >0Q 


Como vemos no quadro acima, temos: 
q>0ea,<0 
Portanto, somente «, e conveniente no exercicio. 
y+ Vy? +4 
2 
Podemos, agora, isolar x; pela definição de logaritmo: 


vryyi+4 ] 
ê 


Logo, u=3" = 


x=l0g, 


Finalmente, trocando as letras, vem: 
; pm 
xe vVx2 44 | 


y=f"'(x)=log; ; 


+ 


Exercicios Propostos 


14.4) 


14.5) 


14.6) 


14.7) 


14.8) 


Determine a expressão que define a inversa de cada função abaixo: 
a) f(x) = logs (x + 2) 

b) f(x) = logs x + 2 

o) fo) =3"" 


d) i)=(5) -5 


Determine a expressão que define a inversa de cada função abaixo: 
a) f(x)=3- log(x + 1) 
b) fojy=2"+7 


Determine a expressão que define a inversa de f(x) = loga (2”) 


Determine as expressões que definem as inversas das funções definidas 
por: 

a) x)=5"-2-5* 

by fog) =4"=4"* 


Determine a expressao que define a inversa da função definida por: 


DE =D" 
f(x) = 3 
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Exercícios Suplementares 


v.1) Sendoa >0e a = 1, diga em que condições a função f. k —» R dada por 
f(x) = a“ é crescente. 


3 
W.2) Sendoa>Qea x 1,.resolvaa inequação: a”! « at 


e* 1 


Iv. 3) Resoiva a nequação RR <O 
—XH 


2 
Iv. 4) Resolva a inequação (comx>0ex « 1): x WS > x? 
Iv.5) A função! K. > definida por f(x) = log |x| é crescente ou decrescente? 


W.6) Dê o dominio da função definida por y = casei 


) — 243 


1V.7) Dê o dominio da função definida por y = vo[55)) 


V.8; Determine o dominio da função definida por y = log; pé — 2x - 15). 


v.9) Resolva a inequação log, logs (x? - 5) >0. 
3 


14.10) Resolva a inequação |lagpo — &x + 9)| > log (é — 6x + 9). 


4.11) Resolva a inequação log, 45 1084 9 > 0, 


IV. 12) Dê o dominio da função definida por f(x) =log, log, log, x. 
2 k] F] 


14,13) Dê o domímo da função definida por f (x) = log, V4x? -18x+15. 
F) 


[4.14) Para que valores de a a equação xº — log a = O admite raiz real? 


4.15) Determine a condição que deve obedecer a para que a equação 
x” — 2x + log a = O admita duas raizes reais e distintas. 


|V.16) Que relação deve existir entre a e m para que a equação em x 
x + 2x- loga (m+1)=0 
tenha duas raizes reais e distintas”? 
IV. 17) Sendoa> 1e0<b<1, resolva o sistema de insquações em x: 
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log, log, x < O 
log, loga x > O 


4. 18) Esboce o grafico e dê o conjunto imagem da função definida por 
[2 se xz0 


fix)=: 


E |2* se x<0O 


13) Esboce o gráfico e dê o conjunto imagem da função definida por 
fix)=log, (1-x) 
$ 


V.20) A função f é definida pela equação 
0 - 28" - fix)- 1720 
Determine a expressão que define a inversa de f. 


[V.21) Dê a expressão que define a inversa da função definida por 
a" =Bre 

fjxj=———— 

( | B's+e 


14.22) Dê o dominio da função definida por y = [log ,!09;|x-3] 
| 


4.23) Resolva a inequação: log; log , log » xº >0 


[2-togê x-loga x? 
IV 24) Resolva a ineguação x* a > ! 


X 


IV,25) Sendo à > 1, resolva à inequação: pci o 1 
log, x 


1+logé x ” 


IV. 26) Sendo 0O< a < 1, resolva a inequação: Trlog, * 


IV.27) Sendo O <k < 1, resolva a inequação: log x + logs (kx”) > O. 


Iv.28) Simplifique a expressão: 
y = (loga b + logo a + 2)iloga D — logas b) logs à — 1 


4, 29) Prove que, para a > 1, tem-se: logioa + loga 10 = 2. 


1 


1 
ny 30) Mostre que log, 5 log, 5 <2 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Capítulo 1 

1.4) à) -27 Cc) 27 e) -B1 
D) —27 d) B1 f -B1 

1.5) a) 3 Cc) 1 e) 1 
bj -1 d) O 91 


1.6) a) posidivo 
Db) n par posilivo, n impar: negalivo 
co n=0 positivo n > QE zero 
q) positivo 


7) nimpar. -1;n par zero 


18) -13 
0) 8) -57 3 7 e) 35 
b) 5 ay JE2 aa 
gray =i bj 
6 
1.12) ab 


1.13) Elevex+x! =m ao quadrado: mº - 2 


4 4.7 
* 18) a) e Cc) des ej a+b 
b+a 
bj 1 d) Ba” 
) ) f) Er 
5 
120 Zn? (Ei a 
ja mn c) = E) sr 
Fi 4 
n m n 
b) Es dj e f) no 
| 
1.24) SE 
b 
1.22) —10º 


1.23) b) P=10". (108 13:16 zeros 
224 


128) 


1.28) 
1.35) 


1.36) 
1.37) 
1.38) 


1.39) 


1.40) 


1.42) 


1.43) 


1.44) 


1.45) 


a) F CV ev 
b) V d) V b E 


x2z-Vy=x+etixs-y=+A*+1) 
0 

22-43 

27, 436: 430 

72 «22 « JE 

a) 2+ ÃO -245 


b) 28 


7+2/10 
3 


d) JB.+2 
E) V2(2+ 2) -Z 


e) 


1445 - 3/75 


ã note que (a + b) (a -ab+bj=a'+b' 


a) 18 c) 325 
b) 322 d) 5 778 


a) à 
Db) -2; observe que À <Q 


a) racionalize 


D) -—— = 3-2 | some! 
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1.52) 


1.53) 


1.54) 


1.55) 


1.56) 


1.57) 


1.58) 


1.59) 


1.60) 


1.671) 


1.62) 


1.63) 


1.64) 
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a) x- 4 


2ab(a +b) 


(a-b) 


1 
y = x?, 0,06 


a) (PJ -PoMsSm=3ox=S 


2 
b) 5 
Cc 3 
dj —4 
e) —&% 
fis 


a, O 
b) 1 


4,729 


b) 74 


1 
bj) aé 


o) 27% 
CR alii 


2 


Capitulo 2 


215) qa 2"! 


214) Válda paran=fen az 5 neste caso (n > 5) demonstrar pela Indução 
Matemática. 


2.15) Teorema 2 
Hipótese: (1 + ay > 1+ka 
Tese (ita! x 1+(k+ ia 
Muliplicando ambos os membros da desigualdade da hipótese por 1 + a 


(note que 1 +a>0 pois a >-1), obtemos: 
d+af-i+az CI +kai+ a) 
2it+a+rka+ ka” mM +(1+ka 


(+a) 


ne 


post 


Capítulo 3 


3.10) a) 
b) 
C) 
d) 
e) 


f) 


311) a) 


3.12) a) 


3.13) 


(3, 6, 9, 12,15...) 

DOES So RUAS RS 

(SET BEE a) 

(2; 4,8:8;10;...) 

(8: 10, 12, 14,16...) 

(5: ds Ja do 
ee Ve De er 


(-2: —4, —10; -2B; -B2. —244,...) 


(=1:5: 3, 13/19, 45...) 
(1206: 10; 156217) 
nm 
á 
IkK + B 
4 
3k — 2 
Pa 
F &n 
2 add dead dad 
1 sia ereta tetas À 
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3.14) 


3.15) 


3.16) 


ear 


318) 


3.23) 


3.24) 


3.25) 


3 26) 


228 


bn = 16n + 30 


a) bn=4n" + 18n+ 15 
b) cn=Bn+ 20 


Td dj: 
a! De 
b) a=1eb=-1 
a gadê: 
n+1 


a) an=ênt2 
b) an=2n+A 
Cc) an=2n+1 
dd Ba=2n+tT7 

2n+5 


AA 
n+1 


e) 


 aç=n 


a) 6=6n+3 
b) (9, 15,21, 27...) 


B) (1) + 512) + 5(3) + 5(4) 
by 33 eg gt + É 


o (3) (5) «(5) «(5) «( 


a) 15 
bj) 22 


a) B 
» (ISIS 
a) >,4 


Db 


Cc) H5 


De 
nr 
Ea 
| 
eli 
Mr” 


| +(5 


; 


Capitulo 4 


419) 


420) 


4.21) 


4.22) 


4.23) 


4.24) 


4.25) 


4.26) 
4.27) 
4.28) 
4.29) 


4.30) 


4.31) 


-1503 

a) -53 E 
b) 2: d) -14+2742 
a=iir=4 
2033 + 391 

E 
EE 
Re 
es 

Ei edi 
F=7: n=5 
2 
5 
—d4 
a=ptq-1,ap.qã=0 


2132 

(an) é PA de razão re assim: a, =rn+ k onde k & constante. 
ar + k 

bn = SE =[(n+10)+kP = [rn + kP 

ba = (27)n + HE + 2rk) 


Como 2º e º + 2rk são constantes, (br) é uma PA de razão 2r. 


a) Racionalizando cada termo do 1º membro obtemos: 


ara, Jês ão antro cy 


a,-E, ay—8; e a =Bn=1 r 
FARS E = 
REA, TE: E) 
“Rd e) dada 
b) Observando qua a 2) temos: 
dn, 1 dn r (Sm ã, 
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de = 
1 a 1 o 1 
dn.1 an Ns 
1 1 1 1 11 1 
a + de =-—|-—. = -——. |= 

ad, 32; asda an.1' 3 ria a, 
“aç-a a+(n-ilr-a, (n=tr n-1 

ra, ra,a, ra,a, aa, 


4.32) a) (5,9, 13,17,21....) 
Db) (3,5:7,9,/11;...) 
c) as, = an =4(20+1)+1=8n+4+1=8n+5, portanto r=8 
d) (13; 21; 29,37...) 

4.33) =D. keN 


4.34) 20 


4.35) 0 


4.36) 


4.37) 


4.38) 1=2 


4.39) n> 64 
4.40) a, 


4.41) -530 
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4.42) 


4.43) 


4 50) 
4.51) 
4.52) 
453) 


4.54) 


Teorema 1: Paran =1temos:a,=a;+(1- 1), 
que é uma sentença verdadeira 


Teorema 2 Suponharnos que a sentença seja válida para n = k: 


ax=a t(k— 1) 
axsszatr=za+(k-tr+r=a+kr=a+[(k+1)-1r 


(92) 
ad DP 


E 


2|.i. 


(2,5:8) ou (8,5;2) 
x=10ux=6 
(-10;-2: 6; 14) ou (14; 6; -2; -10) 


(=1,7,15) 


(x+1m))=(x-r) + 
W+2x+P=xy-Zx+r + 
41x =X 

Como x * O vem: x=4r 
fxsr=4r+0=Sr 
|x=r=4r-r=3r 

Portanto: 


5r 
3r 


4r 


4.55) (16; 40; 56) 


231 


4.56) 


lab: Je PA» arc=2b 
abc* + a“bc = abc (c + a) = abe (2b) = 2abYç 


aonde ab?e = abc” +aíbe 
2 


(=4:-1,2,5) ou [5:2,—1; —4) 


26 


(1=5,=11:.0) 


a) (-1,0:2:4,..) 
Db) não 


21 
n> 206 
=592 


4186 


nº +7n+48 
a 


18nº , 432 
n 


4.94) a) 455 


495) a) 11895 


4 96) a) 3 080 


1 
c) Z ni + n fé ias 
4.97) 19 900 
Capitulo 5 
40 
5.3) a) A 
b) 8 
5 
5.4) 513 


PR 1 LA 
e [5 6'9'12'15'18' 21º 2] 
56) (Mg yz)éPA o 2y=0+27º 
2(3+2)(x+y) 
[y+2)+(x+y) 

2 l 
2yx+Zyt + 2xz 4 2yz EA 

Zy+X+Z 

« (z+xl2y+rx+z)=2yx+2y + 2x7 + 2y2 o d+Z=2y 
Como x + 2” = 2y é verdade então (y+z)2+x, x ty é PH. 


(y+rzztxatyWêePHoS z+tx= 


rerx= 


Capitulo 6 


6.14) a) 208 
b) 18 


815) Ê 


6.16) 7 
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617) 72 


6.18) a, >: q=2 
5.19) TÉlDx 


5.20) ai 


>21) 864 000, 00 


6.22) b, = 16:84 : é uma PG de razão 54. 

6.23) cw = =: é um PG de razão 8. 

6.24) JAB 

6.33) a) +18 b) +4,/18 = +12/2 
5.34) 10 


6.35) (3: =21; 147) 


5.36) (5: % 2) ou (2 t 5) 


637) 8/14 ou 8 = 


6.38) x=0 
6.39) (1,2:4;8:16) ou (16;8;4,2:1) 
840) 1<g<3 


6.41) (a+b+c)(a-b+e)=(a+ag +rag)(a-ag+ag)= 
=atisa+rq)ti-q+q)=ag rg ray=a rag ramgi=a+sp+o 


Bag, -28 
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6.50) 


6.51) 


6.52) 


6.53) 


5.54) 


5.55) 


6.56) 


6.57) 


6.65) 


5.66) 


6.67) 


6.68) 


6.69) 


8.70) 


8.71) 


672) 


6.73) 


120 
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a 
674) a?.b? 


B 75)1 
6.78) (2n-1)3"+1 
d 
z xá 
ap 
680) 3 
Capítulo 7 
7.9) a) 2 9) É 
b) 5 h) 5 
Cc -5 D 1 
dj) -5 = 
DR | É 
UR D 
7.10) 3) (1) e) (2/3, 243) 
b) (5) n 3) 
a 2 
6) [43] g) (2 
d) (-1) hj (12) 
7.11) a) (3) 
[4] 
b Es 
| a] 
c) (9) 
d) E 
7.12) a) 15) 
bj (4, 32) 
e) (10,100) 
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713) 


7.14) 


7.15) 
7 16) 
7.17) 


7.18) 


7.19) 


7.20) 


a) (4) c) (2;7) 
b) & d) (4-5) 


a) 5 
b) 9 


Cc) Ja 


25 
d) E: 


e) 943 

y=0 

a) (100) b) (257) 

y=pqg+1 

De logaob=p.vema?=b 

Deloggaz=zq vembl=a 

Substituindo o valor de b da primeira na segunda, temos: 


(a”y'=a ou seja a” = a! 
Logo, Pq = 1 


a) (1,233) 

1, 
bh) (garra) 
c) 4-0, 415; 0,322) 


Capitulo 8 


8.12) 


a) log an=log 3+ (n- Tlog 5 
b) log E = loga + >ogb+ Lloge 


n(n-1), 
2 


d) l09S, = log(a, +a,)+logn -log2 


c) logP, =nloga, + 


ogq 


e) logE = Slog2+Slog5-loga-2l0g3-Liog?7 
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5 
813) a) E=21b e) ad 
Ja db 


É E = Sao d) EA 
c Yla+b) 
B.14) a) (5) 
b) 13) 
c) (2) 


d) [-5,45, 5/5] 


(£.16) 


t(S0, 103) 


8.15) a 


ur 


RES 


816) a, 22 


817) a) 0,899 


B18) a) 1,05 


8.19) 2-4 


8.20) 3-a 


a2W) m=-n 


522) a) 5 9) 
b) (10: 1000) 
EO 


8.23) a) (0,318) 
b) (1,398) 
c) 40,176; 0,778) 
d) 4-1,585; 0,585; 4,755) 
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8.24) Se E [ b. bg estão, nessa grdem, em PG, devemos mostrar que 


Tá 
I 


loga (2). togs b, loga (ba) 
estão, nessa ordem, em PA, para isso basta caleularmas as diferenças: 
1º) logab — logs[2) = loga b — (loga b — loga q) = logs q 
2º) loga (ba) — loga b = loga b + loga q — loga D = loga q 
Portanto, lemos: loga b — bos )= loga (bG) — logs b ou seja, vga =| 


1094b, 10Ga (bg) estão em PA 
825) q=a' 
8.28) n=4 
B27) q=32 


8 28) A soma das raizes & 


a loge a + b loge b = 5 E 


Então, log a” + loge b" = € 


loge(a”b") = 
onde a'b” = e” 
A.29) p=5(s-5) P=st25-5s) 
Capitulo 5 
9.1) a) 0€0,2314 d) -7 e 0,1212 
bj) 6e 0,3112 e) —1e 0,6484 
c) -te 0,2310 9 —S e 0,0101 
92) a) -231= 369 c) —11,04 = 12,96 
bj 1,74 d) 2 
9.5) a) 2,0453 dj 1,0899 = —0,9101 
b) 1,8745 e) 36599 = -23401 
o) 0,3711 fy 2,9143=-1,0857 
97) a) 4,8658 bj —1,0997 = 2,9003 
9.8) a) 15,2 c) 0,0582 
b) 8 B70 d) 0,0006534 
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99) =) 3,274 b) 004724 


9.10) a) x= 1,947 b) 0,3324 
3.11) a) 32 b) 29 
912) aj 15 bj) 14 
Capitulo 11 
11.5) a) 1,4650 b) 1,2328 c) -0,5483 
11.7) a) 41,4550) 
b) (02519) 
c) (0,8480) 


d) (0.4307, 1,4307) 
e) (-0,5645, -D,3552) 


Ag 43 
11. cs As 
dj a) c) ga 
4 12 
D) 43 aa 
11.9) a) ê 
1 
b) E 
c) 7 
11.10) a) lia 
E 
b) rib+! 
c) Jab+ 2 
ab + 1 


19.19) à) 2pg 
b) 


epq+ 1 
e) ?py+q+2 
pg+g-1 


b) 


b|= 


11.12) a) 5 
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11.13) 


11.14) 


11.15) 


11.16) 


ss rd 


11.18) 


11.19) 


11.20) 


Como. numa PG, o termo médio é a média geométrica dos extremos, 


temos: 
ou seja 

Z 1 
log. bj) = -———— 
( J, ) log, b 
e dal 


(loge bb)” = logo (a) : logia € = logs € 


tloge bJ* = 1 ande logçb = 1 


Portanto, b = c 


O produto das raizes é nb =c, onde 


inb=cincç="nç' eentãob=c, 


30 
vi 


a) (9; 27) 
b) (Va:a?) 
c) (a) 

FAO idos 


ler 


Como, numa PA, o tesmo médio é a média arilmética dos extremos, 


temos: 


2 log, x = loga x + loge x 


Multiplicando ambos os membros par log b, vem: 
2 logs (x) - logs D = loga (x) log D+ loge (x) - log B 
onde 2 = 106, b + log b 


Escrevendo as duas igualdades na base x, vem: 


log,b log, e log, € 1 
log,a log,D log,a log, c 
Da primeira, obtemos: 
2 
log, b 
jog, c o ea 9xb) 


log, à 


que, substituído na segunda, traz: 


Onde, finalmente: 


log.b)) loga 
log, a-log, 8 (log, b)' 


(loga b)" = (log, aj” 
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Capitulo 12 


12.8) a) crescente c) decrescente 
Db) crescente d) crescente 


12.9) a) fxeM|x<? 
D) jxemjx<- 

2 

| mo =— 

C) jresixa 5) 


d 


am! 


ixex|xs2 ou x268! 


e) |xexlx<-3 ou x>1) 


12.10) a) IxelRjx>2322) 
b) ixeR|15<x<1,5902] 
c) IxeR|-5888<x<3,511) 


1211) 2) ixeElx<D ou x22l 
b) jxeE|-15x51) 
c) Íxe R|x<-1,465 ou x>=1) 


1212) 2) IxeR|x>2 
bj) ixeR|-35x<-2y2 ou 242 <x53] 


12.13) 2) Sea>1 S=|xeM|-3<x<3) 
SeQ<a< SelxeRIx<-3 ou *>3]) 
b) Sea>1 S=(xeRij-log,3<x<log, 3) 
Se0<a<1 S=|xeR|log,3<xs-log,3) 


12.14) jxeR|D<x<1ou x>5) 


12.15) a) Seuzh 5-3 
Seu >0, S=IxeZjx>loga! 

b) Seus0 5-9 
Se n>0 S=(xelk|ix<log,al! 


12.19) a) IxeRix> 5] 
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by Rº 

o) |xeR|x>-2) 

d) [xeR|x<-3 ou x>-2] 
a) (jxeR|-2<x<3e xz2 


f) prerixd] 


12.20) a) jrerix>-5 e xe-2) 
b) xeRix>te x= 42] 
0) IxeRIx>3) 
d) jxeR|3<x<2/3 e x= ii] 
e) jxeR|-43 <x<-/2 ou 2 exe vã) 


1220) a) V q V 
b) F o Y 


12.31) 2) (xe R|x>10] 
b) [xeRijensa) 


o) (jxeR|-5<x<0 ou 4<x<0) 


jreR|-49x<-/13 ou Al3 <x<4) 


o 
nar 


e) [xeR|4<x<2 ou x4-1| 


1232) a) (xeR|xz4) 
b) (xeR|0<x<8) 
c) (xeR]|x<-2 ou x>2) 
d) (xeR|0<x<1 
e) jxeR|-2<x<-2 ou J2<x<2) 


12.33) à) (xeR|x>1 
bj) & 


o 


e) [xeRioere ção o > 125) 
125 


XE RIGSX<8) 


NE 


12.34) 


12.35) 


12 36) 


12.37) 


12.38) 


12.39) 


12.40) 
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a) (xe R|0<x<1 ou 3<x<27) 


b) jreitexsS ou 2<x<33) 


a) IxeR|x<-3 ou x>3) 


b) (xer|-V3<x<-2 ou V2 <x<33) 


a) Sea>1 S=ixeR|x>2) 


Sse0O<a<1, S-[xeRiZ<x<2) 
EA 3 
b) Sea>1, S-[xeRlisx<5) 


Se0<ac<l, S=[xeRiS<xs1) 


dé 7 ] 
a) jxenigexc) e x=2) 
b) (xe R|2<x<12) 


c) jxeR|0<x<1ou x>9) 


d) jxemlocx<3 ou x227) 


Sea>1, S-[xenlisxca e x=1) 


| 
Se0O<ac<1, dai o aa ou x21) 


a) crescente 
b) decrescente 
c) decrescente 
d) crescente 


a) 


Capitulo 13 


136) a) b) 


245 


13.7) a) 


13.8) a) lyek|y>-2) 
b) lyeRliy>7) 
c) (yeRly>-/5) 


13.9) 
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13.10) 


Capitulo 14 


14.4) 


14.5) 


14.6) 


14.7) 


14.8) 


a) f'ip)y=5"-2 
bi f'00=5"* 


o) fF'(x)= slog x -5 


d) f(x)=tog, (x+5) 
p) 


uni 


a) F'(x 
rx 


E 10 61 
b) = 


loga (x- 7) +5 


F'(x) = loga (3) 


ER a 
2 


a) f'(x)=logs 


% 


x+ x? +64 | 


b) f'(x)= log, S 


4 


(x) = log [x + Ve? 41) 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


L2) Observeque2b=a+rce y =2x 


13) a) d2 
b) -42 


1.4) xs-ly=-2 -jJexxaslyv=2x x217y=2 


se San Sa 
1.5) Lembre que (a +b)(a? -abab?) = a? +b?; 425 MD + VA 


16)  Racignalize q numerador da fração oblida, 


2 é 
a“ +bu+c=0:e multipiique por o” | 


17) "some 


ale +bjp+c=0. e multiplique por p” 


1.8) Use a inequação =. > JK +] — dk 
51 


“ 


1.10) Teorema 1º Uma reta no plano divide-o em 2 partes, portanto não mais que Es 

Teorema 2. Suponhamos que não se pode dividir à plano em mais do que 
a* partes, tendo-se k retas. Vamos provar que, ao acrescentarmos uma nova 
reta, O número de partes não ultrapassará lg a 

Estando as k retas no plano, uma nova reta irã cortar as regiões já 
existentes O número de regiões cortadas não é superior à 2" Se de fato 
fossem cortadas 2º regiões, o número total passaria a ser o dobro. Isto quer 
dizer que com k + 1 retas abteremos no máximo 2 - ida partes. 


12) n=>9:a propriedade é válida 


Parte || 


4 1 1 
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a) 


11,2) 


La 
, 
, 
, 
1] 
+ 
+ 
emanada 
+ 
+ 
, 
, 
, 
, 
temem mundo m 
' 1 


1 

q 
nando adm 

1, 

+ 


Minc e sea a nais am no siim à é a a 6 
' H : . 


249 


1.3) 


11.4) 


11.5) 


11.6) 


117) 
1.8) 
11.9) 
11.10) 


H11) 


11,12) 


1.13) 
250 


Ea si É ca a E 


(ab çqeéePã => a+c=2b 

(a +ab+rptc+ac+a, bl +be+c)é PA o 

oc r+ac+a)=(a rab+bY+(b + bo+ç) o 

o 2 +20 +22 = +2b' +cê+ab+bo o 
oc+al+2ac-ab+bo+r2p o 

o (a+cf=(a+c)b+2b o 

Lembrando que a + c = 2b temos: 

(a+c/=(a+rcb+2b o (2b)' = (2h)b+2b” o 

o qb = db? 

Coma esta última sentença & verdadeira, a sequência é uma PA, 


(1,2:3) ou (3:2:1) 


(-5:-2,1,4;7) ou (7,4, 1,-2, -5) 


1 1 3 114 
a=— €[f=— QU a=> Er=— 
2 4 2 12 
115 600 
0 
29 
tó(a + 15b) 
(10:7:4,1) 
a=8 e dse ou di iá RO E) qu 
2 3 2 


(1,3:9) ou (8,3, 1) 


11.14) 9(3+2v2) 
0.15) 185 044 
1115) 6 
1.17) a) a,= 
b) a, = 
E) 
Cc) Fi 
1.18) 3 248 


1119) 3500 


11.20) a) 16 


11.21) a) 


Parte III 


1.1) —— 


112) B 
l.3) x=6581,2=9 


3 
W4) —= 
2 


lt.5) S = (243) 
1.6) n= fiog,k 


W17) S=((5:-10) 


231 


1.8) S= (16) 


no ef 


11.10) 40 
1111) 5 = (2,512) 


17.12) 0,85733 


1113) 100 


«oo e(22) 


111.15) S = (100) 


AM 
1116) x = ama 


1.17) x =4 
111.18) 0,1585884 
111.19) 0,67 

II! 20) —2,7664 
11124) 2 


1 22) 4,26 
4 

1.23) —— 
3 


11.24) x = 0.226 
111.25) S = (2) 


1 


na 


01.26) m=5oums 


| 


A | 
11.27) Dea” =c vem b” = l09, c = ML À 
loga p 


25º 


111.28) 


111.29) 


11,30) 


(11.31) 


111.32) 


111,33) 


11.34) 


Façamos joga = logb lage =t 
b-t c-a a- 
Então temos 


q 


loga =tib-c) 
logb=tic-a) 
logc=t(a-D) 
ou ainda: 


aloga=taib-c) 

blog b=tb(c-a) 
cloge=te(a-b) 

Somando, temos: 
aloga+blogb+cloge=0 

ou seja log a" + log b? + log çS= O 
e finalmente 2º -bº ef =1. 


Temosa+b=p(l) e ab=B” (ll) 
De (Il) tiramos: 
loga a + loga b = m (HI) 


Vamos mulkiplicar membro a membro as igualdades (1) e (MN; 


(a + billoge a + loge b) = mp 
onde a logaa + blogab + bingpa + a logab = mp 
& finalmente 
loga 2º + logg b? + loga aº + logs Db? = mp 


- 


an = 3 


AB 
10B + 45A 


29d 


11.35) Seja 


«toB T log p log q 
RÉ (2 | (8) (E) 
q/ r p 
Vamos calcular log À e mostrar que log À = O: 


log Ã = logr-logÉ + logp log? +loga log = = 
q 


=logr (logp-loga)+logp-(loga-legr)+ loga-(logr —logp) = 
=logr logp-—logr log q +logp -logq -!ogp lagr + 
+ loga -logr —logy dogp = O 

De log A = O vem imediatamente A = 1, 


11.36) a) 1,204 
bj 35.1 
o) 6,354 


W1.37) Para n = 2 temos log, a, log, à, =log,, 3 (lrata-se da propriedade 


conhecida). 
Vamos admitir por hipótese que 


1094, 311085, 3; 1095, 83. 105, (3 = OG In 
e vamos provar como iese que 


OG, a, 109, d> loga, By... 1004, dn 1085, An.1 = 100ap An.s 


Para isso, basta multiplicar ambos os membros da expressão da hipótese 


por 
1094, dn 


10G40 31 :10Ga, Az 105, da o OB 4 In 100, Bros 


= 1005, dn 1004, 2n-1 = 100g Ino 


Nesta última passagem foí aplicada novamente a propriedade conhecida, 


que vale para o casq de um produto de dois logaritmos. 


11.38) S = [2 22) 


| SA fas 


EI. 35) e is 


11.40) Vamos simplificar a expressão: 
o log; x -l0g, x 
09, X— 109, X 


254 


Temos: 


b 

ló — 

410 1º logib-loga (2) 
ui log, a log,tb = log, a-log, b " log, à 
alias L log, c-log, b Q À 
log,b log, c log, blog, c Fx b |) 


log, € 


b 
Mas estando a be cem PG, tem-se — = e 


Assim 
1 
a log, a E log, X 
o logx 
log, € 


Parte IV 
V.1) 0<as1 


v2) Sear1, S=[xeR|x<1 
SeDb<a<1f,S=[xeR|xz100x=0) 


v.3) S=[xeR|-1<x<0 ou x>1) 
V.4) S=[xeR|x>4 

IV.5) decrescente 

Ive) ]-c0;- 

7) JA 


WB) JB real 
V.9) S=[xeR|-3<x<-V8 ou VE <x<3] 
4.10) S=[xeR|Z2<x<dex=3) 
vim) S=[xeR|-I<x<tex=0) 
vz) Jia 
4 


235 


j 3 5] 
IV.13) D(N=jreRix<> ou dE 


IV.14) a >1 


V.15) 0O<a<10 


1 
IV 16) Sea> 1, deve-seter m+1>-— 
a 


Se0O<a< 1, deve-se ter RR 
a 


V.17) D(f)=|[xeR|b<x<a ex=1 


14.18) 


Kf) = 0; 1) 


IV 19) 


1v.20) f'(x)= (n(x + vx?+ 1) 


V.21) (x)= nã 


256 


14,22) 


IV 23) 


Iv.24) 


14,25) 


14.26) 


14.27) 


1.28) 


[V.29) 


14.30) 


D(fj=[xeR|0<x<2 oud<«x<6 


S=|xeR|-J2<x<- ou t<x<2) 


S=[xeRIOex<ç ou tex<2) 
S=jxeR|i<x<a) 


1 
S-jxerlO<x<e ou te xe) 


1 
S=(xeBIOcx<: ou éh 


y = logab 


Façamos jogig à = y. Como a >Í, tem-se y > À. 
Parlindo de ty — 1 = O escrevemos: 
W-W+120 > +122y 

e. como y > O, vem: 

2 

ge 22 > y+ at 22 

y y 

ou seja, logo 2 + log; 10 22 


Como 24 « 25. temos logs 24 < logs 25 
onde logs 3 + logs 8 « 2 e então: 


1 1 
+ 


logs 5 log; S 


Ea 


2or 
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